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و تكميل: تابع  يادآوري
و نيز كاربردهايي از در سال گذشته با مفهو و برخي از انواع آن شدتابعم تابع همان گونه كه ديديد.يد آشنا

Bاز دقيقاً يك عضوA رابطه اي بين اين دو مجموعه است كه به هر عضوBمجموعه بهAيك تابع از مجموعه

.در اينجا تعريف تابع را با دقت بيشتري توضيح مي دهيم. را نسبت مي دهد

در يد محصولات يك كارخانه از نظرفرض كن . دسته بندي شوند"ب"و"الف"دو نوع كيفيت

 است؟ كيفيت آن را نسبت مي دهد يك تابع،رابطه اي كه به هر محصول چرا.)الف

 دو تا از توابعي زيردر. از توليدات اين كارخانه را اختيار كرده ايم3و2و1فرض كنيد سه محصول.)ب

و كيفيكه بين محصو . را نشان داده ايممي تواند برقرار شودت آن لات

 بردهاي اين دو تابع با هم چه تفاوتي دارند؟

از.)ج در كداميك از اين توابع برد تابع همان. را با نمودار ون نشان دهيدB بهA همه توابع ممكن

 مي شود؟Bمجموعه 

م كداميك از  شخص مي كنند؟نمودارهاي زير يك تابع را

 كلاستمرين در

 باشد، با نمودار ون نمايش داده شدهB بهAاز تعريف تابع نتيجه مي شود كه اگر تابعي از

. بايد دقيقاً يك پيكان خارج شودAاز هر عضو) الف

Bممكن است به يك عضو. دقيقاً يك پيكان وارد شودBلازم نيست كه به هر عضو)ب

. يا بيش از يك پيكان وارد شود يا آن كه اصلاً پيكاني وارد نشود،يك پيكان

تمرين در كلاس
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را جدول.1 و نمودار توابع داده شده را رسم كنيدزير .كامل كنيد

( )s x x= −2( )t x x= −2( )h x x= +4 1( )g x x= 2( )f x x=  تابع2

[ ],2 3RIRI
دامنهاعداد حقيقي مثبتاعداد حقيقي منفي

 برد

و تفاوتهاي اين توابع را مشخص كنيد.2 .شباهتها

ا BAf:، مي نويسيم باشدBمجموعه بهAمجموعه تابعي ازfگر به طور كلي →:

 در اينf است، ولي ضابطهBو مقادير درA تابعي با دامنهfاين نمادگذاري نشان مي دهد كه

لAباشد، دامنه آنBبهAتابعي ازfاگر زومي ندارد كه برد آن همان مجموعه است ولي

Bمجموعه. باشد Bرا هم دامنه يا مقصد تابع fع زير مجموعه اي از برد يك تاب. مي نامند

و ممكن است مساوي هم دامنه نيز بشود .همدامنه آن است

فعاليت
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و جداگانه بايد ارائه شود داده شده درgتابعبه طور مثال. نمادگذاري مشخص نمي شود

صو مي توانراالابفعاليت :دادت هاي زير نمايشر به يكي از

)الف
2)(

:
xxg

RRg
=
→ +−

)بيا
2)(

:
xxg

RRg
=
→−

و در طرف چپ پيكان آمده است)R−(اعداد حقيقي منفي مجموعه،در هر دو نمايش دامنه تابع

كه)R+(تابع، مجموعه اعداد حقيقي مثبتنههم دام) الف( در نمايشاما. است در طرف است

و در نمايش  كه هم دامنه)ب(راست پيكان آمده است  در طرف تابع، مجموعه اعداد حقيقي است

هر مجموعه ديگري را كه مجموعه اعداد حقيقي به جاي در نمايش دوم.آمده است راست پيكان

.را نيز مي توان نوشتشامل برد تابع باشد 

 هنگامي كه دستور يا قانون تابع در قالب يك عبارت جبري قابل بيان باشد، آن را يك ضابطه

.جبري مي ناميم

كه. همه توابع داده شده در فعاليت قبل داراي ضابطه جبري هستند:مثال توجه داشته باشيد

چ و دامنه تابع مستقلا بايد ارائه ضابطه يك تابع مشخص نمي كند كه دامنه آن تابع ه بايد باشد

.شود

xxf با ضابطه تابع:مثال −= و مقدارهاي آن]1,0[ را مي توانيم با دامنه)(2  در نظر بگيريم

:نيز در اعداد مثبت مي باشند، در اين صورت مي توانيم بنويسيم

xxf

f

−=

∞→

2)(

),0(]1,0[:

]مجموعه تابع برد اين . است2,1[

و اشاره اي به دامنه ضابطه معرفي با ارائه موارد زيادي پيش مي آيد كه توابع را صرفا  نمي شود مي كنند

 دامنه تابع، بزرگترين مجموعه اي است كه ضابطه ارائه شده، روي آن مجموعهطبق قرارداددر اين موارد

:هر تابعي با ارائه سه ويژگي زير مشخص مي شود

 دستور يا قانوني كه نحوه ارتباط بين اعضاي.3هم دامنه.2دامنه.1

و اعضاي همدامنه را نشان مي دهد دامنه
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. تعريف شده است

)(24اگر:مثال xxf و مستقيما دامنه ارائه نشده باشد، طبق قرارداد=−  به عنوان تابع ارائه شده باشد

]بازه آن دامنه 24 زيرا اين بازه بزرگترين مجموعه اي است كه ضابطه. است−2,2[ x−روي آن 

xxf با ضابطه همچنين دامنه تابع. تعريف شده است −= )[ بازه)(2 .است−∞,2

}اگر-1 }, , ,A a b c d=و{ },B p q=چند تابع از AبهBوجود دارد؟ 

و مجموعهm دارايAاگر مجموعه-2  وجود دارد؟B بهA عضوباشد، چند تابع ازn دارايBعضو

مث.3 آن تابعي ]ال بزنيد كه دامنه ),− . باشد2∞+

] مثال بزنيد كه دامنه هر دو برابرgوf دو تابع مانند.4 ],2 ]و برد هر دو5 ],0 باشد يك به يكfو4

. يك به يك نباشدgولي

هر رأس لوزي دقيقاً بر وسط. متر يك لوزي محاط شده است40و محيطW در مستطيلي به عرض.5

و. مساحت لوزي را به عنوان تابعي از عرض مستطيل بيان كنيد. يكي از اضلاع منطبق است همچنين دامنه

راين برد  بتابع .دست آوريدها

.حاصل ضرب دو عدد را به عنوان تابعي از عدد كوچكتر بيان كنيد. است12 اختلاف دو عدد برابر.6

از وسط با نرده آن را به دو قسمت مساوي تقسيمو را محصور متر نرده يك زمين مستطيل شكل 150با.7

از. كرده ايم . عرض مستطيل بيابيدمساحت ناحيه محصور شده را به عنوان تابعي

. توابع زير را رسم كنيد.8

مسائل
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ايمساحت.9 يك وتر اين مثلث را به عنوان تابعي از طول. است تر مربعمسانتي 25مثلث قائم الزاويه

.دست آوريدهب)x(آنضلع 

2 بيشترين مقدار تابع. 10

2
120230)( xxxf ب=+− .دست آوريده را

) اگر.11 )f x x= )و2 )g x x=درستي يا نادرستي هر يك از گزاره هاي زير را بررسي كنيد .

)2(2)() ا�� xfxf ))ب= ) ( )g x g x=2 2

))ج ) ( )f x f x+ = +2 ))د2 ) ( )g x g x+ = +2 2

 تساوي دو تابع
 آيا تا به حال با اين مسئله مواجه شده ايد كه چه وقت دو تابع را مساوي مي دانيم؟ براي مثال آيا دو تابع

xxf و)(=
x
xxg

2

)( از اگر نمودار ند؟ مساويهم با=  اين دو تابع را رسم كنيم متوجه مي شويم

همين تفاوت نشان دهنده آن است. در صفر تعريف نشده استgهر نظر بر هم منطبقند غير از آن كه تابع

.كه اين دو تابع دامنه يكساني ندارند، پس نمي توانند مساوي باشند

بر دقيقاً ها با هم برابرند كه نمودارهاي آن وقتي دو تابع هاي مشخص كننده يك تابع، به ويژگي با توجه

به عبارت ديگر هيچ نقطه اي يافت نشود كه به يكي از نمودارها تعلق داشته باشد ولي.دن باشهم منطبق

. روي ديگري واقع نباشد

مرمجموعه اگر دو تابع به صورت باتوجه به اين تعريف، تب داده شده باشند هنگامي با هم زوج هاي

.با هم مساوي باشندزوج هاي مرتب داده شده مجموعه هاي برابرند كه 

. دو تابع كه نمودار آنها در زير داده شده است مساوي نيستد:مثال

دو بردو حتي دامنهو به روشني ديده مي شود كه اين نمودارها يكي نيستند با اين . مي كنند هم فرق تابع

.دتن دو تابع كه نمودار آنها در زير داده شده است مساوي نيس:مثال
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و برد اين دو تابع مساوي هستند، ولي نمودارهاي اين دو تابع با هم تفاوت دارند كه  نشان اگرچه دامنه

دا. مي دهد ضابطه آنها با هم فرق مي كنند و بردهاي دو تابعيد كه اگرشته باشتوجه  يكسان داراي دامنه ها

.اشند، لزوماً با هم برابر نيستندب

 تابع داده شده با هم برابرند؟ سطر دو كدامدر

( ) ( ){ }, , ,g = 1 5 2 9( ) ( ){ }, , ,f = 1 2 5 آ(9

2)()(
::

xxgxxf
RIRIgRIRIf

==
→→

ب(

[ ] [ ]
22 )()(

:4,12,1:
xxgxxf

RIRIgf
==
→→

ج(

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , ,f a b c d e f g e f a b c d= د(=

( ) ( ) xf x x g x += + = 2 2
1

2
ه(

1)( =xg
x
xxf

tan
tan)( و=

x
xxg

cos
sin)( =xxf tan)( ز(=

( ) ( )xf x g x x
x
−= = +
−

2 4
2

2
ح(

تمرين در كلاس

:را مساوي ناميم هرگاهgوfدو تابع

. با هم برابر باشندgو دامنهfدامنه)أ

هر)ب )()()gيا(f از دامنهxبراي xgxf =
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ايتوابع  چند ضابطه

و نقل كالا براي حمل هر كيلو گرم كالا، در صورتي كه وزن كل از دو2يك شركت حمل  تن كمتر باشد،

از2تومان كرايه دريافت مي كند، اگر وزن كالا حداقل  تن كمتر باشد، شركت به ازاي هر كيلو3 تن ولي

و در صورتي كه وزن كالا لااقل3گرم و حداك3 تومان 4 تن باشد، شركت براي هر كيلو گرم5ثر تن

.تومان دريافت مي كند

كه)أ  تن وزن دارد چقدر است؟5/2كرايه حمل كالايي

:جدول زير را كامل كنيد)ب

را نمودار اين.ص مي كنداين جدول تابعي را مشخ)ت .رسم كنيدبا انتخاب مقياس مناسب تابع
راگا)د ازاب بناميمfر اين تابع را)ب(استفاده طوضابطه تابع .بنويسيد كاملربه

اي ضابطه چند ابعوت مي شوند تعريف مختلف آن با ضابطه هاي كه بخشهاي مختلف دامنهتوابعي

داقبلاً با نمونه هايي از اين توابع. مي نامند ) مثال تابع قدر مطلقبراي.ه ايدتشبرخورد )f x x=يك 

.نوشتتابع چند ضابطه اي است كه مي توان آن را به شكل زير





≤
<−

=
xx

xx
xf

0
0

)(

و برد هر يك را آنها ضابطه هاي. دو تابع داده شده است زير نمودارهايدر.1 و دامنه مشخص را بيابيد

.كنيد

xوزن كالاكرايه حمل

....... 

........ 

........ 

......... 

فعاليت

تمرين در كلاس

)الف(
)ب(
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و برد هر يك را بيابيد.1 و دامنه .نمودار توابع چند ضابطه اي زير را رسم كنيد









<+
≤≤−

<−−
=





<
≤+

=




<
≤+

=
xx

xx
xx

xh
xx

xx
xg

xx
xx

xf
22

214
132

)(
0

02
)(

42
45

)( 2

2

و توابع  معادلات
x,انندم متغير2 كه داراي معادلاتي y،دههستند  ضابطه برخي از اين روابط،.دنيك رابطه را نشان مي

توجه داشته باشيد اين ارائه مي شوند اما از طريق يك معادلهبسياري از توابع. تابعي را معلوم مي كنند

x,يك معادله دو متغيره برحسب طور نيست كه  yدهدبيك تابع را نشان ضابطهحتما.

x معادله:مثال y+ =2 گونه موارد مناسب در اين. را نشان مي دهدxبر حسبyيك تابع1

.حل كنيمyاست كه معادله را برحسب

22 11 xyyx −=⇒=+

و در نتيجهy دقيقاً يك مقدار برايx كه براي هر مقدار دلخواهبينيممي به صورتy بدست مي آيد

.به دست مي آيدxتابعي از

xادله مع:مثال y− + =2 و با يافتن. را نشان نمي دهدxبر حسبy يك تابع1 yزيرا با حل اين معادله

.ت نمي آيدبه دسy مقدار يكساني برايxبر حسب

xyxyyx +±=⇒+=⇒=+− 111 22

x به ازاي مثالبراي = y داريم8 = ) يعني زوج هاي مرتب±3 ),8 )و3 ),−8 روي نمودار اين معادله3

.)چرا؟(يك تابع را نشان دهده ضابطبنابراين اين معادله نمي تواند. قرار دارند

)تابع-1 )f x x x= + + −1 و نمودار آن را رسم كنيد1 . را به صورت يك تابع چندضابطه اي بنويسيد

.به كمك نمودار برد تابع را معلوم كنيد

.نمودار توابع زير را رسم كنيد-2

4)(
23

201
01

)( 2

2

−=








<+−
≤≤

<+
= xxg

xx
x

xx
xf

مسائل
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و برد هر يك از توابع چندضابطه-3 و ضابطه هر كدام دامنه .بنويسيدرا اي زير را بيابيد

)ب() الف(

 اگر-4









<−

≤≤−+

−<−−

=

xx

xx

xx

xf

4210

425
2
1

285

)(

)مقدارهاي ) ( ) ( ) ( ), , ,f f f f−0 4 4 و نمودار تابع را رسم كنيد6 .را حساب كنيد

. را رسم كنيدf نمودارايط زير صدق كند، سپس بنويسيد كه در تمام شرfتابعي چندضابطه اي مانند-5

]fدامنه) الف ],− =3 ]f بردو5 ],− =2 7

))ب )f =0 3

. يك به يك نباشدf)ج

از-6 . مشخص مي كندxي از تابعرا به صورتy زيرمعادلاتكداميك

.مشخصات زير داده شده است باfتابع-7

)) الف )f =2 )و3 )f − = −5 2

. برابر همه اعداد حقيقي استfدامنه)ب

]در بازهfتابع)ج ],0 . ثابت است2

. مربع آن را نسبت مي دهد2 به هر عدد بزرگتر ازfتابع)د
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و نمودار تابع محور تابع اعداد منفي، روي)ه .مي كند قطع-3ا را در نقطههx خطي است

و ضابطه آن را بنويسيد را رسمfتابع . كنيد

)آيا دو تابع-8 )f x x= )و2 )g x x=با هم مساويند؟ 

 كداميك از زوج توابع داده شده با هم مساويند؟-9

( ) ( ), xf x x g x
x
−= + =
−

2 4
2

2
آ(

( ) ( )sin , cosf x x g x x= = − ب(21

( ) ( ),
x xf x g x xx

x

 −
≠= = +−

 =

2 9
3

33
5 3

ج(

( ) ( ),
x xx x xf x g x xx x

  −≠ ≠ = = − =  =

2 22 2
2

3 2
3 2

د(

( ) ( ),xf x g x x
x

= = + −
+ +

2
2

2
1 1

1 1
ه(

و(
را ضابطه. شكل زير استبه نمودار يك تابع-10 .بيابيد آن

 رسم نمودار توابع

axf تـابع نمـودار مـي تـوانيمxf)(با داشتن نمودار تابعي ماننـد سال قبل ديديم كه  ـرا)(+  انتقـالا ب

مa<0اگر.آورد ها به دستyدر امتداد محور واحدa به اندازهxf)(نمودار  ثبت، انتقال در جهت

بa>0و اگر .دو، انتقال در جهت منفي خواهد

xxfنمودار تابع زير در شكل:مثال )و)(= ) 3h x x= )و+ ) 2g x x= .رسم شده است−
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)( تابعبراي رسم نمودارهمچنين به كمك مثال هايي مشاهده كرديد كه axfy  كافي است كه نمودار=+

)(xfy و اگـرa<0اگر. ها انتقال دهيمx محور واحد در امتدادa را= a>0، انتقال در جهـت منفـي

.دوبخواهد انتقال در جهت مثبت

xy نمودار توابع:مثال =+4و= xy3و−= xyدر شكل زير رسم شده اند .

 ساخته شده اندxf)(مانند مي خواهيم با رسم نمودار توابع ديگري كه از يك تابع داده شده در اينجا

.آشنا شويم

xaf)( رسم نمودار

xxfتابع.1 sin)( )(3)( را به صورتxg)(تابع. داده شده است= xfxg . تعريف مي كنيم=

]در بازهدر شكلهاي زيرنمودارهاي اين دو تابع ]ππ با تكميل جدول. رسم شده اند−,

هم.توضيح دهيد كه نمودارها چگونه رسم شده اند و برد هاي دو تابع را با دامنه ها

.مقايسه كنيد

π2
3π

2
π

2
π

−0x

10xsin 

30xsin3

فعاليت
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)( نمودار تابع.2
2
1)( xfxh ]يز در بازهن را= ]ππ  چگونـه ازxh)( نمـودار. شـده اسـت رسم−,

 دست مي آيد؟هبxf)(نمودار

xfy)( دو تابع نمودار xfy)(و= دو نمودار براي مثال. ها قرينه يكديگرندx نسبت به محور=−

.تابع زير قرينه يكديگرند

 عمارت ايل گلي

21 xy −=

12 −= xy
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xfy)(دامنه هاي دو تابع.1 xafy)(و= چه. يكي است=  تفاوتي با هم دارند؟برد هاي اين دو تابع

)(2نمودار تابع.2 += xxfرا در بازه[ و به كمك آن نمودار توابع−3,4[  رسم كنيد

2)( += xxf2و
4
1)( += xxf22و)( +−= xxfرا رسم كنيد.

axf)(رسم نمودار

xxfع تاب.1 −= ] را با دامنه)(1 و نمودار آن را رسم كنيد−1,1[ . در نظر بگيريد

)2( تابعيدامنه)آ xfو نمودار آن را رسم كنيد . را به دست آوريد

)3(تابعي دامنه xfو نمودار آن را رسم كني .د را به دست آوريد

و نمودار آن را رسم كنيدaxf)(تابعي، دامنهa<0اگر.2 . را به دست آوريد

xafy)(تابعنمودار xfy)(به كمك نمودار تابع= : آيددست ميهب=

د كـشيده مـي شـوa بـا ضـريب هاy امتداد محور درxf)( نمودارa<1اگر) الف

).انبساط عمودي(

10اگر)ب << aنمودار )(xfامتداد محور در yبا ضريب ها aمـي شـود جمـع 

). عموديقباضان(

منعكس مي شود، سـپس ها آينه وارx نسبت به محورfنمودار ابتدا،a>0اگر)ج

. به طور عمودي منبسط يا منقبض مي شودaبا ضريب

تمرين در كلاس

فعاليت
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وي رابطه در مورد.3 و نمودار تـابعaxf)( تابع نمودار بين دامنه اي چـهxf)( با دامنه  نتيجـه

 مي گيريد؟

)(4 تابع:لمثا += xxfبا دامنه را[ و چگونگي توابعد−0,4[ )2(ر نظر مي گيريم xfو)
2

( xf

.را بررسي مي كنيم

)2(42 است كه روشن += xxf.2(42 دامنه تابع جديدتشخيصبراي( += xxfمقدارxبايد به 

024كه گونه اي باشد ≤≤− x،02 يعني ≤≤− x.2( در نتيجه دامنه تابع( xfبازه [ . مي باشد−0,2[

( براي تابع
2

( xf4 داريم
2

)
2

( += xxfو دامنه اين تابع آن مقدارهايي برايxاسـت كـه داشـته باشـيم 

0
2

4 ≤≤−
x08، يعني ≤≤− x.در نتيجه دامنه تابع)

2
( xfبازه [ . مي باشد−0,8[

ش و نمودارهاي آنها به .كل زير استجدول اين سه تابع

01-2-3-4-x

432104)( += xxf

05/0-1-5/1-2-x

4321042)2( += xxf

02-4-6-8-x

432104
2

)
2

( += xxf

د )2(ر شكل ديده مي شود كه نمـودار همان طور كه xfبـا انقبـاض نمــودار )(xfدر امتـداد 

(و نمودار)2/1با ضريب( هـاxمحـور
2

( xfنمـودار بساطبـا ان )(xfمحــور در امتـداد xهــا )بـا

.ه است دست آمدهب)2ضريب 

4− 2−

)(xf
)2( xf

8−

4

)
2

( xf
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xy در شكل هاي زير نمودار هاي توابع:مثال 2sin=و
2

sin xy xy به كمك نمـودار= sin=رسـم 

xyهمان طور كه ديده مي شود نمودار. شده اند 2sin=نمـودار) انقبـاض( با فـشرده شـدنxy sin=در 

و نمودارxامتداد محور  ها
2

sin xy xyنمودار)انبساط( با كشيده شدن= sin=در امتداد محور xب ه ها

. دست آمده است

)2(و توابعxf)( نمودار تابع:مثال xf)
2
1( xf)

3
1( xfشده انددر زير رسم.

axfy)(نمودار،a<0اگر xfy)( انقبـاض نمـوداربا انبساط يا را مي توان=  در=

بx محور امتداد كهت در حال.دست آورده ها xfy)( نمودارa<1ي  منقبض با ضريب=

a
و1 كهتدر حال، xfy)( نمودارa>1ي  منبسط با ضريب=

a
. خواهد شد1
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)2( نمودار ها ديده مي شود كه برد توابع همان طور كه در xf)
2
1( xf)

3
1( xfتـابع همان بـرد 

)(xfاست، اما دامنه ها كشيده تر )تر) منبسط . شده است) منقبض(يا جمع

)(1با در نظرگيري.1 += xxfضابطه تابع ،)( xf و نمودار اين دو تـابع را در−  را به دست آوريد

.يك دستگاه مختصات رسم كنيد

.نمودار اين دو تابع چه وضعيتي با هم دارند.2

xxxgبراي تابع.3 −= )( نيز تابع)(2 xg و نمودار اين دو تابع را در يك دستگاه−  را بسازيد

و وضعيت اين دو نمودار را نسبت به هم بسنجيد .مختصات رسم كنيد

)(2 تابعنمودار:مثال −= xxfدر بازه [ و نمودار5,1[ )(2 در سمت راست −−=− xxf

.رسم شده استزير در سمت چپ شكل

)(وxf)(همان طور كه ديده مي شود نمودار xf .ها قرينه يكديگرندy نسبت به محور−

.به شكل زير داده شده استxg)(نمودار تابع.1

فعاليت

)(نمودار تابع xf هـاy نسبت بـه محـورxf)( قرينه نمودار تابع−

تمرين در كلاس
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، نمودار توابع 2)(به كمك اين نمودار xg،)2(),
2
1(),

2
1(),(2 xgxgxgxg تعيـين. رسم شده اند−−

 توابع هستند؟ اين نمودار كداميك از زير كنيد كه هر يك از نمودارهاي 

xfy)(نمودار تابع.2 .داده شده استدر زير=
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. نمودار توابع داده شده را رسم كنيد

)2( −= xfy2)( −= xfy

)
2
1( xfy =)1( −−= xfy

)
2
1( xfy −=)2( xfy =

)2(2 +−= xfy)( xfy −=
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xxf ابتدا نمودار–1 و به كمك آن نمودار)(= 213 را رسم كنيد +−−= xyرا رسم كنيد .

xfy)( نمودار تابع–2 را. شده است داده شكل زير به= ، نمودار توابع داده شده به كمك اين نمودار

. رسم كنيد 

)() الف
2
1)( xfxg )()()ب= xfxg −=

)()3()ج xfxg ()د=
2
1()( xfxg −=

)(2)() هـ xfxg )()2()و=− += xfxg

)(3)1()ز −= xfxg(2)2(3)ح( ++−= xfxg

. نمودار تابع زير را رسم كنيد–3









>−

≤≤−

−<
=

11

11
1

)(

2

xx

xx
xx

xf

)2( نمودار توابعxf)(نمودار به كمك xfy )2(,)2(و= xfyxfy . را رسم كنيد=−=−

.ي گزاره هاي زير را بررسي كنيد درستي يا نادرست–4

xxfxxgاگر) الف =−+=  با انتقال سه واحد به سـمتf از نمودار را مي توانg، نمودار)(33,)(

و سپس . پايين به دست آوردبه سه واحد انتقال راست

xxf)ب xxgو)(= . داراي نمودارهاي يكساني هستند)(=−

22اگر)ج )(,)2(3)( xxfxxg و3ريب با يك انقباض بـا ضـf را مي توان از نمودارg، نمودار=−=

. ها به دست آوردx واحد در جهت مثبت محور2سپس با يك تغيير مكان به ميزان

22اگر)د )(,4)2()( xxfxxg  با يك تغيير مكان بـهf را مي توان از نمودارg آن گاه نمودار=−−+=

، سپس انعكاس نسبت به محور وxميزان دو واحد به راست دستهب واحد تغيير مكان به سمت بالا4 ها

. آورد

مسائل



مودنسخه-فصل دوم

21

 تعـدادي از طريـقgاگـر. در يك دستگاه مختصات رسم شـده انـدfوgتوابع نمودار در شكل زير–5

و قرينه( عمليات و انتقال و انقباض . بيابيدgدست آمده باشد معادله اي برايهبf روي) انبساط

xy نمودار–6 ،y را نسبت به محور= و ها ، سپس آن را سه واحد در جهت راسـت انعكاس داده ايم

بضابطه. واحد به پايين حركت داده ايم5بعد  . دست آمده را بنويسيده تابع

xfy)(را روي نمودار)-6,8( نقطه–7 چه. قرار دارد=  اي تبديل مـي نقطهدر توابع زير اين نقطه به

 شود؟

)() الف
2
1)( xfxg )()()ب= xfxg −=

)()(3)ج −= xfxg(3)()د( xfxg =

. دست مي آيدهبf چگونه از نمودارg در هر مورد توضيح دهيد كه نمودار–8

xxfxxg) الف =+−−= )(,31
2
1)(

22)ب )(,3)4(2)( xxfxxg =−+−=

xxfxxg)ج =+−−= )(,1
3
12)(

xxf اگر–9 cos)( =، ,()2( مطلوبست نمودار
2
1(),(),( xfxfxfxf −−.

 چه وضعيتي نسبت به هم دارند؟ دامنه اين دو تابع چه وضعيتي نسبت به−xوx نمودار دو تابع-10

xf)( جواب به اين سوالات در مورد دو تابع به هم دارند؟ هم دارند؟ برد اين دو تابع چه وضعيتي نسبت

)(و xf  چه خواهد بود؟−

؟ چگونه ساخته مي شودxf)( از روي نمودار تابعaxf)(، نمودار تابعa>0 اگر-11
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تاعمال جبر  ابعوي روي

آب آب با دو يك حوض هر اول شيراز.دوشمي متفاوت پر شير ثانيهدر
2
و آب خارج ليتر1 مي شود

هر دوم از شير  و دو شير را با همt=0در لحظه. ليتر آب خارج مي شود1ثانيه در  حوض خالي است

.باز مي كنيم

و آبهاي خارج شده از دو شير را در برخي لحظاتل زير جدو.1 را كه حجم آب موجود در حوض

.و حجم بر حسب ليتر استثانيه زمان بر حسب.نشان مي دهد تكميل كنيد

542
7

322
1

t
حجم آب خارج شده از شير اول

حجم آب خارج شده از شيردوم

 حجم آب موجود در حوض

و حجم آب آب بنويسيد كه حجم را ابعيوت.2 و شير دوم  را در هر حوضخارج شده از شير اول

. بناميدkوgوf اين توابع را به ترتيب. نشان دهدtظه دلخواهلح

 ابطه اي وجود دارد؟ر چهtk)(وtg)(وtf)( بينtدر هر لحظه.3

را. رسم شده اندزير درkوgوfتابعسه نمودار.4 .روي نمودار توضيح دهيداز رابطه بين اين توابع

و جمع ماتريسو جمعداعدادر سالهاي قبل با جمع ايها آشچندجمله توابع را نيز مي توان.ا شديدن ها

و تابع جديدي به دست آورد دوشو با جمع دو تابع روبربلقفعاليتدر.با هم جمع كرد و جمع ديم

.ع را به دست آورديمبتا

ليتر

ثانيه

)(tf
)(tg)(tk

فعاليت
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A درx، به ازاي هر مقدار تعريف شده اندAمانند كه روي دامنه يكساني دو تابع باشندgوfاگر

و مي توانيم مقدارxg)(وxf)(مقدارهاي )()( به دست مي آيند xgxf هر. را بسازيم+  تابعي كه به

)()( مقدارA درx مقدار xgxf gوfجمع. مي شود ناميدهgوf را نظير مي سازد جمع+

gfرا با . نشان مي دهند+

)(12 فرض كنيد:مثال += xxf1و)( 2 += xxg.اين دو تابع رويRI،تعريف شده اند 

gfبنابراين در تعريف شده استRI نيز روي+  به شكل زيرx=3و براي مثال مقدار اين تابع

.محاسبه مي شود

17107)3()3()3)(( =+=+=+ gfgf
gf مقدار تابعxاما براي يك مقدار دلخواه . به شكل زير خواهد بود+

22112)()())(( 22 ++=+++=+=+ xxxxxgxfxgf
شد17 برابرx=3بالا به ازاي روشن است كه چندجمله اي و نمودار تابع. خواهد نمودار اين دو تابع

.مجموع آنها در شكل رسم شده اند

gf تعريف شده اند،Aي يك مجموعه كه روgوfبراي دو تابع +

و براي هر مقدارAتابعي است كه روي : داريمA درx تعريف شده است

)()())(( xgxfxgf +=+

بحث در كلاس

 يك تابع خطي است؟،چرا مجموع دو تابع خطي
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)(1 دو تابع آيا مي توانيم += xxf3و)( += xxgكنيم؟ اين دو تابع دامنه يكساني جمع را با هم

ب و قابل محاسبه اندxg)(وxf)( مقدارهايد كه در دامنه هر دو تابع باشنهاييxه ازايندارند ولي

)()(مي توانيم مجموع xgxf gfتابعبنابراين مي توانيم. را حساب كنيم+  مانندروي را+

. قبل تعريف كنيم

RIDدر اين مثال دامنه f ]3,(و= ∞−=gDبنابراين gf ]3,( روي+ و−∞  تعريف شده است

))((11 در اين مجموعه داريمxبراي هر +++=+ xxxgf.و نمودار تابع نمود ار اين دو تابع

.مجموع آنها در شكل رسم شده اند

}اگر:مثال })4,3(,)7,0(,)5,2(,)2,1( −−=fو{ })3,2(,)9,2(,)4,1( −=g

و داريمبراي فقطتابع : تعريف مي شود

} بنابراين })8,2(,)6,1( −=+ gf.

 كه روي دامنه هاي دلخواهي تعريف شدهgوf تابعبراي دو

gfاند، gf تابعي است كه روي+ DD و∩  تعريف شده است

: در اين مجموعه داريمxبراي هر مقدار

)()())(( xgxfxgf +=+
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و تقسيم توابعاعمال تفا و ضرب .به شكل مشابه تعريف مي شوند ضل

)(12 براي دو تابع:مثال 2 −+= xxxf23و)( += xxgتوابع gf gfو+ gfو− و.
g
f

.را به همراه دامنه آنها مشخص مي كنيم

gf هستند، بنابراين دامنه توابعRI تمامgوfدامنه هاي gfو+ . هستندRI برابر نيزfgو−

:حل

 كه روي دامنه هاي دلخواهي تعريف شده اند،gوfبراي دو تابع

gf تابعي است كه باf ازgتفاضل  نشان مي دهيم كه روي−

gf DD و براي هر مقدار∩ : در اين مجموعه داريمx تعريف شده است

)()())(( xgxfxgf −=−

 كه روي دامنه هاي دلخواهي تعريف شده اند،gوfبراي دو تابع

gf تابعي است كه باgوfحاصلضرب  نشان مي دهيم كه روي.

gf DD و براي هر مقدار تعري∩  در اين مجموعهxف شده است

:داريم

 كه روي دامنه هاي دلخواهي تعريف شده اند،gوfبراي دو تابع

 تابعي است كه باg برfتقسيم
g
fنشان مي دهيم كه روي gf DD ∩

)(0هايي تعريف شده است كهxبراي ≠xgو براي هر مقدار ،xدر 

:اين مجموعه داريم

)(
)())((

xg
xfx

g
f =
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 فقط درgتابع
3
2−=xبنابراين دامنه ،  صفر است

g
fبرابر 







−−

3
2RIو  است

و براي دو تابع:مثال
3

1)(
−

=
x

xgتوابع gf gfو+ gfو− و.
g
fرا به 

.همراه دامنه آنها مشخص مي كنيم

. كنيم را مشخص ميgوfابتدا دامنه هاي

=:حل

gf دامنه هاي توابع gfو+ gf مجموعهfgو− DD و داريم∩ : است

{ } ),3()3,2[3),2[ ∞∪−=−∩∞−=∩ RIDD gf

، دامنه هيچ نقطه اي از دامنه خود صفر نمي شود درgاز آنجا كه
g
f

gf همان DD . است∩

gf، دامنه هاي توابعواگر.1 gfو+ و.
g
fو ضابطه اين را بيا بيد

. توابع را مشخص كنيد

ت.2 .رسم شده است زير در شكلابعونمودار

تمرين در كلاس
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. را حساب كنيد)الف

.را در همين شكل رسم كنيد، نموداربا استفاده از نمودار هاي)ب

. بيابيدومعادله اي براي)ج

و بانمودار)د ي آن رسم كنيد .مقايسه كنيد)ب( را به كمك معادله

 تركيب توابع

و باعث ايجاد موج هايي به شكل دايره هاي هم  سنگي به داخل آب يك درياچه آرام پرتاب مي شود

و فرض كنيد اين تابع به صورتتابعي از زمان استدايره بزرگترين شعاع.مركز مي شود

ttr 2)( وبرحسب ثانيهt.باشد= و زمان پس از برخورد سنگ با آب را نشان مي دهد  بر حسبr است

و به صورتمساحت دايره تابع. سانتي متر است .شدبا ميي از شعاع آن است

و سه پل  اصفهان-سي

.جدول زير را كامل كنيد.1

t54321t)زمان(

ttr 2)( =6r)شعاع دايره در لحظهt(

22 4)2())(( tttrA ππ ==π36
A)مساحت دايره در لحظهt(

وtr)( به دست مي دهد، چگونه از طريق دو تابعtتابعي كه مساحت دايره را در هر لحظه.2

)(rA؟ ساخته شده است

فعاليت
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ه مقدارهاي تابعrA)(وtr)(ر فعاليت بالا با دو تابعد  به صورت ورودي تابعtr)( روبرو شديم

)(rAو تابع جديد ))(( قرار گرفتند trAيب دو تابع مي نامنداين تابع جديد را ترك. را به وجود آوردند.

)32(تابع:مثال
9
5)( −= xxfي فارنهايت ي سانتيگراد را به درجه مثلا.دكن مي تبديلدرجه

درجه را به درجه سانتيگراد تابع.يت معادل صفر درجه سانتيگراد است درجه فارنها32يعني

. درجه كلوين است 273 يعني صفر درجه سانتيگراد معادل مثال براي.تبديل مي كندكلوين 

 داريمf درجه فارنهايت معادل چند درجه كلوين است، ابتدا به كمك تابع5اگر بخواهيم بدانيم

15)5( −=fو سپس به كمك تابع درجه سانتي-15 درجه فارنهايت معادل5 يعني  داريمgگراد است

258)15( =−gبه عبارت ديگر. درجه كلوين است258 درجه فارنهايت معادل5، بنابراين 

258)15(())5(( =−= gfg.نمودار زير اين فرآيند را نشان مي دهد.

.نمودار زير تبديل برخي ديگر از درجات فارنهايت به درجات كلوين نمايش داده شده استدر

:داريمتبديل مي كند كلوين را به درجه هاي فارنهايت هاي درجه تابعي باشد كه مستقيماxk)(اگر

)22975(
9
1273)32(

9
5))32(

9
5())(()( +=+−=−== xxxgxfgxk

)212(373,)32(273براي مثال از طريق اين تابع ديده مي شود == kk.

 آن را باk به خاطر شيوه محاسبه تابع. ساخته شده استgوf از تركيب دو تابعkدر اين مثال تابع

fg o)اف د)بخوانيد جي او fgبنابراين. هند نشان مي oتابعي است كه در هر مقدار xبه صورت 

))(())(( xfgxfg =oمحاسبه مي شود .

٨$٢
$

f g

١$-

 زيرمجموعه اي ازg دو تابع باشند كه بردgوfفرض كنيد

gf باشد، در اين صورتfدامنه oتابعي است كه دامنه آن 

و براي هر مقدارgهمان دامنه : در اين دامنه داريمx است
))(())(( xgfxgf =o
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xxfبراي دو تابع:مثال )(21و)(= xxg و ميf زيرمجموعه اي از دامنهg، برد=+  است

gfتوانيم تابع مركب oدامنه. را بسازيمgf oبرابر دامنه gاست كه تمام RIو ضابطه آن به  است

.شكل زير است

22 1)1())(())(( xxfxgfxgf +=+==o

fgتابع مركب oنيز قابل ساخت است زيرا برد fزيرمجموعه اي از دامنه gدامنه. مي باشدfg o

]0,( بازه است كهfهمان دامنه fgضابطه. است∞ oبه شكل زير است .

xxxgxfgxfg +=+=== 1)(1)())(())(( 2o

fgتوجه داشته باشيد كه اگرچه ضابطه oبه گونه اي است كه براي مقدارهاي منفي xهم معنا دارد ولي 

]0,(بازهت دامنه آن فقط به عنوان تابعي كه از تركيب دو تابع ساخته شد اس . است∞

fgاين مثال همچنين نشان مي دهد كه دو تابع oوgf oدر حالت كلي مساوي نيستند .

} براي دو تابع:مثال })5,2(,)5,3(,)4,2(,)7,11( −−−=fو

{ })2,3(,)3,6(,)2,4(,)11,2( −=gتوابع gf oوfg oو با نمودار ون نمايش را مي سازيم

.مدهيمي 

fg

gf o

x )(xg ))(( xgf

fاز دامنه زيرمجموعه ايg ممكن است كه بردgوfبراي دو تابع

gfنباشد، در اين صورت oتابعي است كه دامنه آن تمام دامنه gنخواهد 

كه. بود ))((براي آن xgfمعنادار باشد لازم است كه gDx∈و

fDxg gfاين در حالت كلي دامنه، بنابر)(∋ oبه شكل زير است .

})(|{ fggf DxgDxD ∈∈=o
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gfبراي محاسبه oابتدا مشاهده مي كنيم بردgزيرمجموعه اي از دامنهfاست، پس ggf DD =o.

gfمقدار تابع oرا در نقاط دامنه gحساب مي كنيم .

5)2())3(()3)((
5)3())6(()6)((
4)2())4(()4)((
7)11())2(()2)((

−===
−===
=−==
===

fgfgf
fgfgf
fgfgf
fgfgf

o

o

o

o

} بنابراين })5,3(,)5,6(,)4,4(,)7,2( −−=gf o.

fgبراي محاسبه oكه بردمشاهده مي كنيم ابتداfزيرمجموعه اي از دامنه gبنابراين نيست ،

fgدامنه oتمام دامنه fيكي يكي اعضاي دامنه. نخواهد بودfآيرا ا بررسي مي كنيم تا معلوم شود كه

fgشرط قرار گرفتن در دامنه oرا دارند يا نه .

g

g

g

g

Df

Df

Df

Df

∉−=

∉−=

∈=−

∉=

5)2(

5)3(

4)2(

7)11(

fg در دامنه-2بنابراين فقط oو از آنجا كه  قرار دارد

2)4())2(()2)(( −==−=− gfgfg o

}: داريم })2,2( −−=fg o
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 براي دو تابع:مثال
3

1)(
−

=
x

xfو
x

xg 4)( gf تابع= oرا محاسبه مي كنيمو دامنه آن .

gfبراي محاسبه دامنه oابتدا دامنه gرا بررسي مي كنيم كه { }0−RI.دامنهfنيز { }3−RI

)(3معادله. شود3 نبايدxg)(مقدار.است =xgداراي جواب 
3
4=xاست، يعني 

3
 نقطه اي است كه4

)
3
4(gدر دامنه fدر نتيجه. قرار ندارد 

{ }







−=







 ≠≠∈=∈∈=

3
4,0

3
4,0|)(|

RI

xxRIxDxgDxD fggf o

gfضابطه oرا حساب مي كنيم .

 زيرا به هنگام نيست با معنا است، ولي صفر در دامنه تابع تركيب يافتهx=0عبارت بالا اگرچه به ازاي

عبارتمحاسبه مشاهده مي كنيد كه
x
. نشده استف تعريx=0در محاسبه وجود دارد كه به ازاي4

fg،واگر-1 oوgf oو نشان دهيد  را حساب كنيد

gffgكه oo ≠

fg،و اگر-2 oي آن . را حساب كنيدو دامنه

.رابيابيدو دامنه آن تابع،واگر-1

بزيردر هر يك از موارد زير دامنه توابع-2 آهو ضابطه آنها را .وريددست

xxfxxg) الف 4)(,2)( =−=

تمرين در كلاس

مسائل
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)ب
2

4)(,
6

1)(
−

=
−

=
x

xf
x

xg

)(2,)(2)ج −=+= xxfxxg

)(2,)(3)د +== xxf
x

xg

، عبارات دابا استفاده از نمودارهاي-3 راه شدهد كه در يك دستگاه مختصات رسم شده اند

ك) در صورت امكان( .نيدمحاسبه

:\\فرض كنيم–� NNg →تابعي با ضابطهnng 2)( اگر. باشد=

 به صورتو تابع

، . را محاسبه كنيدتوابع تعريف شود

 رادامنه تـابع. مفروضندو دو تابع–�

. بدست آوريدبدون محاسبه

 بتني مربع شكل به عنوان پايه اي براي يك مخزن گازوئيل استوانه)فونداسيون(پييك–�

.اي استفاده مي شود

،)آ .بنويسيد) ضلع مربع(xرا به عنوان تابعي ازrشعاع مخزن

. بنويسيدrپايه دايره اي شكل را به عنوان تابعي ازAمساحت)ب

و تعبير كنيد)ج . را بيابيد
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و: فرض كنيم–٧

.، توابع زير را حساب كنيد

در رمان ديگري. ميليون تومان فروش كرد27، 1386 يك رمان پر فروش در باره دفاع مقدس در سال-8

. ميليون تومان فروش كرد12باره دفاع مقدس در همين سال 

 ميليون تومان نسبت به سال قبل افزايش فروش داشته باشد، تابعي3اگر رمان اول در هر سال به ميزان

فر. رابر حسب زمان نشان دهد1386بنويسيد كه ميزان فروش در هر سال پس از سال وش اگر افزايش

كه2براي رمان دوم در هر سال  مجموع فروش اين ميليون تومان نسبت به سال قبل باشد، تابعي بنويسيد

 در مجموع چه ميزان فروش 1390اين دو رمان در سال. نشان دهد1386دو رمان را در هر سال از سال 

. رسم كنيدي هر سه تابع مرتبط را در نمودارخواهند كرد؟

كه را به گونه اي بيابيد تابعاگر–9

، دامنه. مفروضندو با ضابطه هايتوابع–١٠ بدون تشكيل ضابطه

fgf تعريف o)( .دست آوريدهب را+

 اگر– 11










≤−

<
−=

xx

x
x

x

xf
1

4
32

1
. را به دست آوريدمقدار،)(1

و كداميك نادرست است؟– 12  كداميك از گزاره هاي زير درست

 گاه آنو اگر)آ
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 آنگاهاگر)ب

 آنگاهاگر)ج

fggf: داريمبراي هر دو تابع)د oo =

. بيابيد به قسمي كه، تابعي مانند اگر– 13

.را به دست آوريدو دامنه آن ها، توابعو اگر– 14

. بگيريد جدول زير را در نظر– 15

654321

522413

321236

.مقدارهاي زير را حساب كنيد

و, اگر–١٦

. را حساب كنيدتوابع

و توابع فرد و توابع نزوليتوابع زوج و توابع صعودي

 يزدباغ دولت آباد
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انسان در ساخته هاي خود از اين. مناظر چشم نوازي را پديد آورده استنشو آفري وجود تقارن در خلقت

تر. است نكته فراوان بهره برده و همين موضوع كار با آنها را ساده  نمودار برخي از توابع متقارن است

 هااين تابع نسبت به محور. گونه توابع است نمونه اي از اينتابع آشناي.كند مي

هر. متقارن است و−x در دامنه آن،xعلت اين تقارن در آن است كه براي علاوه نيز در دامنه آن است

)()()(بر آن  22 xfxxxf −=−==

ب ميه تمام توابعي كه اين دو خاصيت را دارا هستند، تر.شناسيم عنوان توابع زوج : به بيان دقيق

كهاز اين در رسم نمودار توابع زوج . استفاده مي شود ها متقارن استنسبت به محور آن ها نمودار نكته

: زوج هستند توابع:مثال

:ين داريمهمچن. براي هر دو تابع برقرار استدامنه بودن متقارنشرط

xx−

22 )( xx −=

: را زوج ناميم هرگاهfتابع

هر، يعنيدامنه آن متقارن باشد)آ براي

هر)ب )()( در دامنه آن،x براي xfxf =−
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.دو تابع ديده مي شوداين ها نيز در نمودارهاي محورتقارن نسبت به

براي مثال نمودارتابع. تقارن نمودار توابع نسبت به مبدا مختصات نيز در بسياري از توابع ديده مي شود

3)( xxf . است نسبت به مبدا متقارن=

هرآن است كه علت اين تقارن در وf نيز در دامنه−f،x در دامنهxبراي  است

)()()( 33 xfxxxf −=−=−=−

),( اين تابع كه به صورت اين خاصيت باعث مي شود هر نقطه روي نمودار 3xxاست متقارن آن نسبت 

),(به مبدا كه نقطه 3xx كه. است نيز روي نمودار اين تابع باشد−− خچ توابعي ي دارند، تابعيتاصنين

.فرد ناميده مي شوند

كهاز اين فردرسم نمودار توابع در مآنها نمودار نكته . متقارن است استفاده مي شودبدا مختصاتنسبت به

x
x−

3x−

3x

و براي هرfتابع  در دامنه آن،x را فرد ناميم هرگاه دامنه آن متقارن باشد

)()( xfxf −=−
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:مثال
x

xf 1)( و داريم. تابعي فرد است= :زيرا دامنه آن متقارن است

)(11)( xf
xx

xf −=−=
−

=−

.دگيريبتوابع زير را در نظر.1

3) الف

1
xx

y
−

41)ب= xy xy)ج=− =

3)د xy xxy)ه= xxy)و=− =

 دامنه كداميك از توابع داده شده متقارن است؟)1(

 توابع زوج هستند؟ كداميك از اين)2(

 كداميك از اين توابع فرد هستند؟)3(

و نه فرد؟)4(  كداميك از اين توابع نه زوج هستند

و نه فرديا آنها فرد بودنيا زوج داده شده تنها با استفاده از نمودارهاي توابع.2  آنها را بودننه زوج بودن

.معلوم كنيد

تمرين در كلاس
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چه تغييري يكي از سوالاتي كه در مورد توابع مطرح است اين است كه با افزايش مقدار متغير مقدار تابع

. افزايش مي يابدبا افزايش مقدار متغير مقدار تابع مي كند؟ گاهي اوقات با افزايش همچنين برخي مواقع.

.مي نامندتابع بودننزولي يا بودن صعوديرا اين ويژگيها.مي يابد كاهشمقدار متغير مقدار تابع 

.دگيريب در نظر را در بازهتابع براي مثال

 تابع كمتر همان گونه كه از سمت چپ به سمت راست حركت مي كنيم، مقادير متناظردر بازه

در اين حالت گوييم تابع در بازه.دنكمتر مي شوy، مقاديرxد، يعني با افزايش مقاديرنمي شو

اy، مقاديرx با افزايش مقاديراما در بازه. نزولي است  تابع اين بازهدر. فزايش مي يابند نيز

. را صعودي ناميم

بحث در كلاس

ها متقارن باشد؟xآيا نمودار يك تابع مي تواند نسبت به محور

 كهf از دامنههرگاه براي هرناميم را صعوديتابع

)()(:، داشته باشيم 21 xfxf ≤.

هر نزولي راتابع  كهf از دامنهناميم هرگاه براي

)()(:، داشته باشيم 21 xfxf ≥
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 تابع نزولي تابع صعودي

به پيداست اين تاهمانگونه كه از نمودار. است اكيد صعودي تابع:مثال بع يك

.برقرار استاكيد اين موضوع براي تمام توابع صعودي.يك است

آن(اين تابع. است اكيد نزوليتابع:مثال  اين.يك به يك است) با توجه به نمودار

. استبرقراراكيد ويژگي براي هر تابع نزولي

f از دامنهاكيد ناميم هرگاه براي هر را صعوديتابع

.:، داشته باشيمكه

هر نزولي راتابع f از دامنهاكيد ناميم هرگاه براي

: داشته باشيم،كه
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نباشد نه صعودي دامنه اش يك تابع در ممكن است اش ولي در بازه هايي،زولينه در از دامنه و  صعودي

. در نظر بگيريدبا نمودار زير راتابع براي مثال. بازه هايي نزولي باشد

و در بازه∞−),0[ در بازههمان گونه كه در شكل ديده مي شود، تابع ) اكيد( نزولي ثابت

]5,(در بازهو) اكيد( صعوديو در بازه . نزولي اكيد است∞

و با استفاده از نمودار آنها تعيين كنيد كه در چه و در چه بازه صعودي بازه هاييتوابع زير را رسم كنيد

و هايي .د ثابت هستندر چه بازه هايي نزولي

) الف

)ب

)ج

)د

 داده شده اند در زير نمودار توابع-1

تمرين در كلاس

مسائل

 ازمي ناميم هرگاه براي هر دو عضورا ثابتxf)(تابع

.:، داشته باشيمfدامنه
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و جبري به دو روش و) ضابطه توابع(نموداري ، كداميك فرد تعيين كنيد كه كدام يك از آن ها زوج

و نه فرد هستند .كداميك نه زوج

: زوج يا فرد بودن توابع زير را معلوم كنيد-2

آ(

ب(

ج(

. درستي يا نادرستي گزاره هاي زير را بررسي كنيد-3

.مجموع دو تابع زوج، تابعي زوج است)آ

.حاصلضرب دو تابع زوج، تابعي زوج است)ب

تاحاصلضرب)ج .بعي فرد استدو تابع فرد،

، تابعي)د و يك تابع زوج . است زوجحاصلضرب يك تابع فرد

ثf فرض كنيد-4 :ابت كنيد تابعي با دامنه متقارن باشد،

. تابعي زوج است) الف

. تابعي فرد است)ب

و يك تابع فرد نوشت)ج . را مي توان به صورت مجموع يك تابع زوج
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)(512102تابع)د 223 −++−= xxxxfو يك تابع فرد  را به صورت مجموع يك تابع زوج

.بنويسيد

مي-5 و هم فرد؟ آيا تابعي يافت  چند تابع با اين ويژگي داريم؟شود كه هم زوج باشد

را. ده استشهاي زير نقطه اي از نمودار يك تابع داده در هر يك از حالت-6 نقطه ديگري از نمودار تابع

(تابع زوج باشد)1(:بيابيد در صورتي كه .تابع فرد باشد)2.

)5،3) (د)  الف()-7،2(ب((a,b)ج)

و-7 ه تابع زير را رسم كنيد . تابع صعودي، نزولي يا ثابت است را مشخص كنيدايي كه در آنهابازه

، بازه هايي را كه تابع در آنها با استفاده از نمودار تابع-8  كه در شكل زير رسم شده است

 بخشي از يك سهمي-2كمتر يا مساوي نمودار براي مقادير.صعودي، نزولي يا ثابت است را معلوم كنيد

.معادله اي براي اين تابع بنويسيد. است

. هستند صعودي يا نزولي تعيين كنيد توابع زير در چه بازه هايي-9

آ(

و بازه هايي كه تابع روي آنها صعودي يا نزولي تابع-10  را رسم كنيد

.، مشخص كنيداست

. در زير آمده است نمودار تابع-11
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. به سوالات زير پاسخ دهيدبا استفاده از نمودار تابع

و برد)آ . را پيدا كنيددامنه

كه)ب . را بيابيد در آنهابازه هايي

كه)ج يادر آنهابازه هايي . نزولي است را بيابيدصعودي

از( بيابيداي براي معادله)د bax يك تابع راديكالي به شكل1 تابع براي مقادير كمتر .)است+

.را بيابيد)ه

.داده شده استزير در شكل نمودار تابع-12

اي)آ . تكميل كنيد كه نمودار جديد يك تابع زوج را نمايش دهدنمودار را به گونه

.نمودار را به گونه اي تكميل كنيد كه نمودار جديد يك تابع فرد را نمايش دهد)ب

مي. يك تابع فرد باشد را چنان تعيين كنيد كه تابع مقدار-13  آيا

 قسمي يافت كه تابع زوج شود؟ را بهaتوان
.كه در زير آمده است تعيين كنيد را زوج يا فرد بودن توابع-14

 تابع وارونتوابع يك به يكو

با.محيط هر مربع تابعي ازاندازه يك ضلع آن است.1 بطول ضلعوPمحيط را وlا را  نشان دهيد

Pرا به صورت تابعي از lآيا اين تابع يك به يك است؟. بنويسيد 

. بنويسيدP را به صورت تابعي ازlبا نمادهاي بالا. اندازه ضلع هر مربع تابعي از محيط آن است.2

xfy)( به صورتxاين دو تابع را بر حسب يك متغير.3 xgy)(و= . بنويسيد=

فعاليت
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و نشان دهيد.4 و برد اين دو تابع، نمودار آنها را در يك دستگاه مختصات رسم كنيد با توجه به دامنه

ر و سوم قرينه يكديگرندكه نسبت به نيمساز .بع اول

),(توجه داشته باشيد كه قرينه نقطه( baAو سوم نقطه ),( نسبت به نيمساز ربع اول abBاست (.

يكتوابع  يك به
، لزوماً يك تابع نمي باشد2همان طور كه در درس رياضي دي. ديده ايد وارون هر تابع گر تنها به عبارت

به. توابعي وارون پذير هستند كه يك به يك باشند اين از جمله دلايلي است كه باعث مي شود توابع يك

.يك را با دقت بيشتري مطالعه كنيم

12يك به يك است هر گاه دو عضو متمايزfاز قبل مي دانيد كه تابع , xxع ضو متمايز در دامنه به دو

( ) ( )12 , xfxfدر برد نظير شوند به بيان رياضي مي توان نوشت :

ها نمودارxدر صورتي يك به يك است كه هر خط موازي محورf داده شده باشد،fاگر نمودار تابع

fg در شكل هاي داده شده توابع.ه قطع كندتابع را حداكثر در يك نقط و,  نتيجهدر يك به يك

و در نتيجه وارون پذير هم نيستند,ts توابع. مي باشند وارون پذير .يك به يك نيستند

12 يك به يك بودن تابع به اين معني است كه هيچ دو نقطه متمايزي مانند xx يافت نمي شود كه براي آن,

): ها ) ( )21 xfxf ) به بيان ديگر اگر براي هر دو نقطه دلخواه.= ) ( ) 1221 xxxfxf 21 آن گاه=,, xx =.

. كردمشخصتابع يك به يك را به روش زير نيز مي توان

12براي هر دو نقطهاست، اگر يك به يكfتابع , xxاز دامنه fداشته باشيم :

( ) ( ) 2121 xxxfxf =⇒=

):يك به يك است هر گاهfتابع ) ( )211121 xfxfxxDxx f ≠⇒≠∈ ,,
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)نشان مي دهيم تابع:مثال ) 23x +=xfيك به يك است .

 ها نمودار تابع را حداكثر در يك نقطه قطعxبه كمك نمودار تابع ديده مي شود كه هر خط موازي محور

)با فرضجبري نيز از طريق. مي كند ) ( )21 xfxf 21 ثابت مي كنيم= xx =.

( ) ( )

21

21

2121
33

2323

xx
xx

xxxfxf

=⇒
=⇒

+=+⇒=

. نيست يا رسم آن دشوار است مناسب استشناخته شده كه نمودار تابع در جاهاييروش جبري

) تابع مي كنيم ثابت:مثال )
1
12

−
+=

x
xxfيك به يك است .

( ) ( )

21

21

2211

12212121

2
2

1
1

21

33
22

122122
1
12

1
12

xx
xx

xxxx
xxxxxxxx

x
x

x
xxfxf

=⇒
−=−⇒

−−=−−⇒
−+−=−+−⇒

−
+=

−
+

⇒=

و در نتيجه وارونپذير استfبنابراين . يك به يك است

) تابع:مثال ) xxg ب. يك به يك است= .ه دو روش قابل اثبات است اين موضوع

 تابع را حداكثر در يك نقطه ها نمودارxاستفاده از آزمون خط افقي، يعني هر خط به موازات محور) الف

. قطع مي كند

)در حقيقت ) xxg در نتيجه اگر، صعودي استاكيدا يك تابع=
��

xx  اطمينان داريم كه≠

( ) ( )
��

xfxf صعودي يك اكيدا توابع. صعودي برقرار است يعني اكيدا براي تمام توابعخاصيت اين.≠

و در نتيجه وارونپذير هستند و در نتيجه وارونپذير اكيدتوابع نزولي.به يك . هستند نيز يك به يك

): روش محاسبه جبري)ب ) ( ) 212121 xxxxxfxf =⇒=⇒=

موضوع را با رسم نمودار توابع نيز بررسي)ب(و)آ( در مورد.كداميك از توابع زير يك به يك است

. كنيد

تمرين در كلاس
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، اما با كوچكتر كردن دامنه يك تابع ممكن است بتوانيم يك به يك نباشد وارون پذير هم نيستياگر تابع

.تابعي يك به يك بسازيم

)مثلاً تابع ) �xxf )بازهبه يك به يك نيست اما مي توانيم دامنه تابع را= و−∞,0[ در اين محدود كنيم

بيتابعصورت  به. دست آوريمه يك به يك ]0,(بازههمچنين مي توانيم دامنه آن را وكن محدود∞ يم

ب .دست آوريمه تابعي يك به يك

. كداميك از توابع زير يك به يك هستند.1

بسي، تابع روي يك بازه با محدود كردن دامنه هر يك از توابع زير.2 .ازيد يك به يك

=−2) الف xy3(2)ب( += xyج(xy sin=

xy)د cos=2)ه+= xy

و وارون آن تابعتابعيfاگر  عمل مي كند، يعنيf تابعي است كه برعكسg باشد،gوارون پذير باشد

bafگرا abg آنگاه)(=  نسبت به نيمسازf قرينه نمودارgاين ويژگي باعث مي شود نموار.)(=

تمرين در كلاس
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و سوم شود  به خاطر اين ويژگي با در دست داشتن نمودار يك تابع وارون پذير مي توانيم نموار. ربع اول

. تابع وارون آن را رسم كنيم

 محاسبه تابع وارون

 به صورت مجموعه اي از زوج هاي مرتبf يادگرفته ايد كه اگر تابعي يك به يك مانند2در رياضي

و دوم هر زوج مرتبf−1داده شده باشد، براي بدست آوردن  را عوض مي كنيم، جاي مولفه هاي اول

. به صورت زير تعريف مي شودf−1 تابعfبه عبارت ديگر براي هر تابع يك به يك

( ) ( ){ }fyxxyf ∈=− ,,1

يكب، هنگامي كه نمودار يك تاf−1با توجه به تعريف بfع يك به دست آوردنه داده شده باشد براي

xyرا نسبت به خطfكافي است قرينه نمودارf−1نمودار تابع  .دست آوريمهب=

 هستند را ابتدا تعيين كنيد كه كداميك از توابع زير يك به يك هستند، سپس وارون هر كدام كه يك به يك

خط.مانند نمونه در همان دستگاه مختصات رسم كنيد xy از .كنيد براي سهولت استفاده=

بحث در كلاس

و وارون آن تابعتابعيfاگر  وارون؟ نيز وارون پذير خواهد بودg، آيا باشدgوارون پذير

gهد بود؟ا چه تابعي خو

تمرين در كلاس
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 تابع وارونياقتن ضابطه

)نمودار تابع خطي ) �� += xxfداده شده است.

. وارون اين تابع را در همان دستگاه مختصات رسم كنيد.1

ب.2 كه. دست آوريده معادله اي براي وارون اين تابع  نقاط مي توانيد از اين نكته استفاده كنيد

( ) ( ) نقاطپس. قرار دارندf نمودار روي3,0,5,1( ) ( و نمودارf−1نمودار روي0,3,1,5(  قرار دارند
1−fيك خط راست است .

خطيf اگر اما. يك تابع خطي بودf در فعاليت قبل چندان دشوار نبود زيراf−1 پيدا كردن ضابطه

بf اكنون با روش ديگري وارون. نباشد كار چندان ساده نيست راه را دست مي آوريم كه بتوان آن

.هنگامي كه تابع داده شده خطي هم نيست به كار برد

) تابع ) += xxfو مقادير نظير آن از برد در جدول. را در نظر مي گيريم زير برخي از مقادير از دامنه

درfيك به يك است اگر شبيه همين جدول را براي تابع وارنfهمان طور كه مي دانيد. داده شده اند

ب xy دست مي آيد كه در آن جاي مقادير متناظره نظر بگيريم جدولي .استتغيير كرده,

فعاليت
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f تابعجدولf−1تابع جدول

و زوجf به)5,1(زوج مرتب ) تعلق دارد به1 عدد. به وارون آن1,5(  نظير شده5 توسط قانون تابع

و2در1است يعني به5 واحد به آن اضافه شده است اما چه قانوني3ضرب شده  نظير مي كند؟1 را

از. پاسخ برگشت از همين مسير است ب5يعني ابتدا سه واحد و سپس مقدار بره كم كنيم 2دست آمده را

، ضابطهg را باfاگر تابع وارون. تقسيم كنيم جدول بعد اين فرآيند را بهتر توصيف مي كند  نمايش دهيم

): آن به صورت )
2

3−= yygكه. مي باشد . اختيار مي شوندf ها از بردy مشخص است

مg همان طور كه مي دانيد :ي توان نمايش دادرا به صورت هاي زير هم

( ) ( ) ( )
�

�−=−=−= ttgbbgaag ,,

:است بنابراين مي توان نوشتfهمان بردg آن چه كه مهم است اين است كه دامنه

fRx∈( )
�

�−= xxg

با را معgاز آنجا كه ):نمايش مي دهيم داريمf−1مولاً )
2

31 −=− xxf

.اكنون آن چه بيان شده را به عنوان يك روش به كار مي بريم

ض xfy)(معادلهدرfرن يك تابع وارونپذير مانندتابع واطهاببراي به دست آوردن =،xرا بر

) تابعx بهy به دست مي آوريم، سپس با تبديلyحسب )xf . را به دست مي آوريم−1
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) وارن تابعضابطه:مثال ) 32 += xxfبه دست مي آوريم را.

( )

( )

( )
�

�

�

−=⇒

−=⇒

−=⇒

−=⇒
+=⇒+=

− xxf

yyg

yx

yx
xyxxf

و دهيدنشان و توابع زير يك به يك هستند و برد راضدامنه .دست آوريدهبرا آنها ابطه تابع وارون

))الف ) �−= xxfب(( )
��

�

+
−=

x
xxg

) اگر.1 ) �� += xxfآنديديم كه ) تابع، وارون )
�

�−= xxgتوابع. است( )( ) ( )( )xgfxfg oo را,

.محاسبه كنيد

) اگر.2 ) �� −= xxfكه ثاب و وارون آن تابعfت كنيد )وارونپذير است )
�

�+= xxgتوابع.است 

( )( ) ( )( )xgfxfg oo .را محاسبه كنيد,

) توابعباشد در موردg داراي تابع وارونf به طور كلي اگر تابع.3 )( ) ( )( )xgfxfg oo  چه حدس,

مي توجه كنيد كه تابعمي زنيد؟ . كنندو تابع وارون عكس يكديگر عمل

و تابع وارون نشان مي دهد كه قضيه زير برقرار استخاصيت .تابع

در كلاستمرين

فعاليت

: باشند داريموارون يكديگرgوfدو تابعاگر

fgfg DRRD == ,

xxfg: داريمf در دامنهxو براي هر =))((

xxgf: داريمg در دامنهxو براي هر =))((
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كه:تذكر و نبايد آن را باf−� توجه داريم )يك نماد است )xf
.اشتباه گرفت�

,)(37اگر.1
3

7)(,
7

3)( +=
−

=−=
x

xf
x

xgxxhثابت كنيد كه fg ghولي وارون يكديگرند, ,

.وارون يكديگر نمي باشند

) آيا دو تابع.2 ) ( )
5
2,

2
5 == xfxgوارون يكديگرند؟ 

11اگر.3 bxmy 22و=+ bxmy و سوم قرينه=+  معادله دو خط باشند كه نسبت به نيمساز ربع اول

121اند، نشان دهيد =mm.

) تابع: مثال ) 322 +−= xxxfا زير.يك به يك نيست( ) ( )30 ff ��ولي= يك به يك نبودن.≠

fاز روي نمودار آن نيز به سادگي ديده مي شود.

]اين تابع روي دامنه اما و1,∞( مودارن.مدست آوريهبf−1معادله اي برايم مي تواني يك به يك است
ي ] را روي دامنهfك به يك بودن بالا و با روش جبري نيز مي توانيم اين مطلب را1,∞(  نشان مي دهد

.ثابت كنيم
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

21

21

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2
21

2
121

11
11

2121

3232

xx
xx

xx

xx

xxxxxfxf

=⇒
−=−⇒

−=−⇒

+−=+−⇒

+−=+−⇒=

11توجه داشته باشيد كه در نتيجه گيري هاي بالا از اين كه x≤21و x≤استفاده كرده ايم 

:براي بدست آوردن ضابطه تابع وارون داريم.)چگونه؟(

در كلاستمرين
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( ) ( ) ( )
��� −±=−⇒−=−⇒+−=⇒+−= yxxyxyxxxf

�� بنابراين)؟چرا( جواب منفي قابل قبول نيست −=− yxدر نتيجه 

( ) 1212 1 +−=⇒+−= − xxfyx

كه به كمك نمودارها :و نيز از ضابطه توابع ديده مي شود

[ )
[ ) 1

1

,2

,1

−

−

=+∞=

=∞+=

ff

ff

DR

RD

: بنابر اين

[ ) [ )
12)(

,1,2:
1

1

+−=

+∞→+∞
−

−

xxf

f

xxff تساويدرستي =− ))(( .با محاسبه زير روشن مي شود1

( )( ) ( ) ( ) ( ) xxxxxfxff =+−=+−=+−+−=+−=− 2222211212
221

) اثبات درستي رابطه )( ) xxff .به طريق مشابه است1−=

) تحقيق كنيد كه توابع-1 ) ( ) 21,
2

1 +=
−

=
x

xf
x

xgبراي كدام مقادير. وارون يكديگرند xداريم 

( )( ) xxgf ) داريمxو براي كدام مقادير= )( ) xxfg ؟=

 در كدامf−� در ربع اول واقع شود، نمودارf اگر نمودار. داراي وارون استfتابعد فرض كني-2

 ناحيه قرار مي گيرد؟

) نشان دهيد تابع-3 ) 32 +−= xxfبا محدود كردن دامنه. يك به يك نيست fيك تابع يك به يك 

وب بسازيد .دست آوريده وارون آن را

) ثابت كنيد تابع-4 )
��

�

+
−=

x
xxf1و با محاسبهستا يك به يك−f،و برد بfدامنه . دست آوريده را

)fبرد=f−�دامنه(

مسائل

بحث در كلاس

ي چگونه است؟وارون يك تابع صعودي، صعودي است يا نزولي؟ وارون يك تابع نزول



مودنسخه-فصل دوم

53

يك-5 fgنشان دهيد كه توابع از حالت هاي زير در هر . وارون يكديگرند,

))الف ) ( ) 33 5,5 +=−= xxgxxf

))ب ) ( ) 02,2 2 ≥+=−= xxxgxxf

. را رسم كنيد كه در همه شرايط زير صدق كندf نمودار تابعي مانند-6

. نباشدر وارون پذيf) الف

)،xبراي هر عددحقيقي)ب )xfx <.

))ج )10 f<.

ب هر كدام كه وارونرا براي وارون تابع ضابطهوپذيري توابع زير را بررسي كنيد وارون-7 ه پذيرند

.دست آوريد

))الف ) ( ) 55 2 −≥+= xxxf

))ب ) 111 ≥+−−= xxxf

))ج ) ( )23−= xxf

))د ) 32 −+= xxf

) نشان دهيد كه تابع-8 )
35
23

−
−=

x
xxfوارون خودش است .

) تابع-9 ) baxxfa ab داده شده است همه مقادير0≠=+ )بيد كه براي آنها را بيا, ) ( )xfxf =−1

)پذيري تابع در مورد وارون-10 )








≤+
<<−

−≤+
=

xx
xx

xx
xf

11
11

12
2

2

. تحقيق كنيد

) اگر-11 ) ( ) 3,72 +=−= xxfxxgتوابع زير را محاسبه كنيد.

))آ ) 1−gf oب(( ) 1−fg o11)ج −− fg o11)د −− gf o

از) بر حسب مترh( متري سقوط كند، ارتفاع آن100 از ارتفاعيسنگاگر-12 ه ثانيه از رابطtبعد

( ) 2
10
49100 tth .دست مي آيدهب=−

و برد)الف بth)( تابع دامنه .دست آوريده را

؟و معناي فيزيكي آن چيست يك به يك استيتابعth)( چرا)ب

بhتابع وارون)ج .دست آوريده را
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وhتابع وارونمعناي فيزيكي)د  كند؟ميمقدارهايي را به چه مقدارهايي تبديل چه چيست

 بع متناوبو تواتوابع چند جمله اي
baxxfهر تابع به صورت.قبلا با توابع خطي آشنا شده ايد ،a=0اگر. را يك تابع خطي مي ناميم)(=+

bxfتابع به صورت عي توابع خطي حالت خاصي از تواب.مي آيد كه آن را تابع ثابت مي نامنددر)(=

راهستند كه  ا. مي نامند توابع چندجمله اي آنها ز توابع چندجمله اي توابع درجه دوم نيز حالت خاصي

.دهستن

هربراي )(01تابع خطي مانند مثال axaxf +=،01 ≠aاول مي باشدچندجمله اي درجه تابع يك.

.مله اي ارائه شده است درجدول زير مثال هايي از توابع چندج

 درجه چند جمله اي شكل كلي مثال

3)( =xfaxf ) توابع ثابت(0)(=

5
3
2)( −= xxf

01)( axaxf خط باشيب(1=+
1
a(

123)( 2 ++−= xxxf
01

2
2)( axaxaxf ها(2=++ )سهمي

5227)( 23 −+−= xxxxf
01

2
2

3
3)( axaxaxaxf +++=3

xxxxf +−= 34)(
01

2
2

3
3

4
4)( axaxaxaxaxf ++++=4

و برد آنها آشنا شده ايدو0،1،2چندجمله اي از درجه توابع بارسم نمودار دراينجا نمودار.يافتن دامنه

)(3چندجمله اي تابع  xxf 3xyكه به كمك تابعسوم چندجمله اي ديگر درجه توابعو برخي از= =

.ان نمودار آنها را رسم كرد مورد بررسي قرار مي دهيممي تو

01:هرتابع به صورت
1-n

1 ....)( axaxaxaxf n
n

n ++++= كه در آن−

nn aaaaa ,,...,,, 1210 و− وn اعدادي حقيقي na≠0 يك عددد صحيح نامنفي

.ند مي نامnرا يك تابع چندجمله اي از درجه
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)(3دامنه تابع xxf و تابعي فرد است،RIبرابر=  نسبت به مبداء مختصاتآنبنابراين نمودار است

 بنابراين كافي است مقدار تابع مثبت است،xبا توجه به ضابطه تابع براي مقادير مثبت. متقارن است

و سپس قرينه آن را نسبت به مبداء مختصات رسم كنيمربعنمودار تابع در  اين تابع. اول را رسم كنيم

21صعودي است زيرا اگر xx 3مي توان نتيجه گرفت>
2

3
1 xx <.

10 براي << xداريم :xx << 3xxداريمx<1و براي30 در اين تابع بنابراين نمودار،>

xy زير خط)1,0(بازه )1,(بازهو در= xy بالاي خط∞ .رد قرار دا=

)(3اكنون با كمك نقطه يابي رسم نمودار تقريبي xxf . انجام مي شودسادگي به=

31و اين تابع وارون پذير است،باتوجه به يك به يك بودن )( xxf =−.

3نمودار.1 xy 3xyهمراه نموداربه را در همان دستگاه مختصات= .رسم كنيد=

3xy در هريك از شكل هاي زير نمودار تابع.2 ب= دست آمدههو نمودار يك تابع ديگر كه به كمك آن

.ضابطه نمودار تابع جديد را بنويسيد. است در يك دستگاه مختصات رسم شده اند 

تمرين در كلاس
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(3 نمودار توابع.3
2
3( += xy1(2و( 3 +−= xy32وxy 3xy را به كمك نمودار تابع=  رسم=

.كنيد

حركت زمين دور خورشيد،. حركت هايي كه الگوي خاصي را تكرار مي كنند حركت متناوب مي نامند

 تنظيم بلند مدتدراين نوع حركت.ندستهها حركت از اين نوع، حركت عقربه هاي ساعتتغيير فصل ها

در. انسان كمك مي كندبهزمانو محاسبه وقت حركت ديگر تناوبي گردش ماه به دور زمين است كه

و ما را در 28 تقريباطي يك دوره هامحاسبه تعداد روزه صورت مي گيرد از. ياري مي نمايدماه بسياري

در. خلقت نيز داراي رفتار تناوبي هستند پديدهاي طبيعي ديگر در عالم انسان ها از اين گونه رفتارها

. هم استفاده كرده اند مانند ساعت ساخت مصنوعات بشري 

و آنها را تابع هاي متناوب مي نامند . توابعي كه بيان كننده اين حركات تناوبي هستند شكل خاصي دارند

xyتوابع متناوبي مانندبا سال قبل sin=وxy cos=و دوره تناوب برخي از توابع مثلثاتي آشنا شده ايد.

.در اينجا به طور دقيقتري توابع متناوب را تعريف مي كنيم

xy توابع:مثال sin=وxy cos=توابعي متناوب با دوره تناوب π2هستند.

آني ابعوت:مثال تها در زير آمدهكه نمودار .با دوره تناوبهاي مختلف هستندابعي متناوبو است

 موجود باشد كهTندن را متناوب ناميم هرگاه يك عدد حقيقي مثبت ماfعتاب

fDTx داشته باشيم∋fDx براي هر )()(و+∋ xfTxf =+.

.ندنامميf را دوره تناوببا خاصيت بالاTكوچكترين عدد
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ا جزويتوابع پله  صحيحءتابع
ها.ستاوزن آنهانرخ ارسال بسته هاي پستي به طور معمول تابعي از  همچنين نرخ توقف در پاركينگ

ا نرمي شودتعيين تومبيل ها در آن جا برحسب ساعت توقف تابعي از زمان توقف استخ پاركينگ، يعني

و ورزشي براي سه ساعت اول توقف .  و براي2فرض كنيد پاركينگ يك مجتمع تفريحي هر هزارتومان

 اگر حداكثر زمان توقف در اين. تومان دريافت كند500ساعت اضافه يا زماني كمتر از يك ساعت

به شكل زير ساعت باشد، نمودار تابعي كه نرخ توقف را به ازاي همه ساعات ممكن نشان دهد8پاركينگ

.است
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)دامنه اين تابع }برد آن مجموعهو8,0[  مثال برايرايب. مي باشد5/4,4,5/3,3,5/2,2{

و5 توقف . تومان پرداخت كرد3500 دقيقه اي بايد مبلغ20ساعت

. معروف هستندايبه توابع پلهتوابعي كه نمودار آنها شبيه تابع بالا هستند

و. گونه خاصي از توابع پله اي تابع جزء صحيح مي باشد  ابتداجزء صحيح يك عدد را تعريف مي كنيم

.عد ازآن تابع جزء صحيح را تعريف مي كنيمب

: مثال داريمبراي

[ ] 13 ==7    ]7[= 4]4,9 [= 3]3,2[

-3      =]-2/95 [-2=]-2[[ ] 121 −=−= -2   ]-1,5[

. مي شودمشخصبه شكل زير نيز يك عددجزء صحيح

و برد آن مجموعه اعداد صحيح مي باشد جزء صحيح دامنه تابع با. مجموعه اعداد حقيقي نمودار اين تابع

. رسم شده است]-3،2( توجه به جدول، در بازه 

×x× ×p 1+p

هر تابعي كه بتوان دامنه آن را به تعدادي بازه تقسيم بندي كرد كه تابع

.روي هر كدام از اين بازه ها تابع ثابت باشد يك تابع پله اي مي نامند

≥>+1 موجود است كهpيك عدد صحيح,xبراي هر عدد حقيقي pxp.pرا 

و آن راxجزء صحيح ]با نماد مي نامند ]xدهان نش .ند مي

، تابع جزء جزء صحيح آن را نسبت مي دهد،تابعي كه به هر عدد حقيقي

و )(][باصحيح ناميده مي شود xxf . نمايش داده مي شود=

xكه ازاستبزرگترين عدد صحيحي،جزء صحيح آنxبراي هر عدد حقيقي

] را با نمادxجزء صحيح. بيشتر نيست ]xنمايش مي دهيم .
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و يا كسري از ساعت تابعي. هزار تومان هزينه دريافت مي كند5يك شركت خدماتي براي هر ساعت كار

.نمودار اين تابع را نيز رسم كنيد. ساعت كار را محاسبه كندxنويسيد كه هزينهب

)(]2[ تابع:مثال xxf .مكنيمي رسم]-2،1[ بازه را در=

 با ضريبx][مي دانيم كه نمودار اي تابع از انقباض نمودار تابع
2
21اگر. به دست مي آيد1 ≤≤− x

422 آنگاه ≤≤− x2[،توجه به تعريف جزء صحيحو با[ x4و3و2و1و0و-1و-2 مقدارهاي

.را اختيار خواهد كرد

2
11122-2]2[ −<≤−⇒<≤−⇒= xxx

:ا استدلال مشابه داريمب

[ ] [ ]
2
1002,0

2
112 <≤⇒=<≤−⇒−= xxxx

بنابراين اين تابع در بازه هاي متوالي به طول
2
-1و-2 شروع مي شود به ترتيب مقدارهاي-1 كه از نقطه1

. نمودار اين تابع به شكل زير است. را اختيار خواهد كرد4و3و2و1و0و

تمرين در كلاس
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. اي زير را رسم كنيدتابع پله.1

[نمودار تابع.2
3
1[ xy . رسم كنيد]-6،6[ را در بازه=

xy][وارون پذيري تابع.3 .را بررسي كنيد=

.رسم كنيد]-2،2[ نمودار توابع زير را در بازه.4

2][)الف xy ][)ب= xy −=

xxy][نشان دهيد تابع.5 و با به دست آوردن دوره تناوب آن، نمودار آن را=−  متناوب است

.رسم كنيد

ت.6 . رسم كنيدx][نمودار به كمك را زيرابعونمودار

)الف
2
1][ −= xy2][1)ب += xy

]3[نمودار هاي دو تابع.7 −= xy3و][ −= xyچه. را دريك دستگاه مختصات رسم كنيد

 رابطه اي بين اين دو تابع وجود دارد؟

پس.8 و براي2تي تا كمتر از يك كيلو گرم يك شركت پستي براي ارسال بسته هاي  هزار تومان

از1ارسال بسته هاي از از4 كيلوگرم2 تا كمتر و از2 هزار تومان  هزار6 كيلو گرم3 تا كمتر

و براي بسته هاي بيشتر نيز به همين ترتيب دريافت مي كند  هزينه ارسال يكxf)(اگر. تومان

و معادله اي براي آن بيابيد كيلو گرمي باشد،xبسته پستي .نمودار آن را رسم كنيد

مسائل
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گل.1  متر نرده 200 براي اين كار. شود ساختهقرار است يك مزرعه مستطيلي شكل براي پرورش

م. چوبي براي محصور كردن اين ناحيه در اختيار داريم  در نظر بگيريم تا چقدرستطيل را ابعاد اين

ب ؟دآيدسته بزرگترين مساحت ممكن براي اين مزرعه را

. با طي مراحل زير، اين مسئله را حل كنيد

. جدول زير را تكميل كنيد.آ

10090 80706050403020100xمستطيلضلعيك 

 ديگرضلع 70

2100Sمساحت 

را.ب ازه صورتب مساحت اين مستطيل .دست آوريدهبx تابعي

ب.ج و برد اين تابع را و نمودار آن را رسم كنيده دامنه .دست آوريد

را مي توانيد بزرگترين مساحنمودار از روي آيا.د  به دست آوريد؟ت ممكن براي مزرعه گل

و با كمك ضابطه تابع.ه ب،به روش جبري .دست آوريده بزرگترين مساحت ممكن براي مزرعه را

در كيلومتر 900 با سرعت،دو هواپيما مطابق شكل در ارتفاع يكسان در دو مسير عمود برهم.2

هو150يك هواپيما. هستندحركتساعت در حال و  كيلومتر از نقطه 200يماي ديگراپ كيلومتر

Oفاصله دارند.

تمرينات دوره اي
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از) الف  دقيقه فاصله بين دو هواپيما چقدر است؟20پس

بر)ب شكل(.دست آوريدهب) دقيقه(به عنوان تابعي از زمان) حسب كيلومتر(فاصله بين دو هواپيما را

). را نشان مي دهدt=0زمان 

.از طريق اين تابع استدلال كنيد كه اين دو هواپيما به هم برخورد نخواهند كرد)ج

 بنويسيد به قسمي كهرا به صورت تركيب دو تابع مانندh. اگر–3

)0(5و =g.

 رض كنيدف. تومان است) هزار(x قيمت معمولي يك كالا–٤

 چه چيزي را بر حسب قيمت كالا توصيف مي كنند؟)آ

و توضيح دهيد كه)ب . چه چيزي را بر حسب قيمت كالا توصيف مي كند را بيابيد

؟چه چيزي را بر حسب قيمت كالا توصيف مي كند)ج

و دامنه به توابعي ازد فرض كني-5 :ثابت كنيد. است شامل برد هستند

. صعودي است صعودي باشند آنگاهاگر) الف

ا نزولي باشند آنگاهاگر)ب .ست صعودي

واگر)ج . نزولي است نزولي باشد آنگاه صعودي

.مثالي ارائه كنيد)ج(و)ب(و) الف(براي هر يك از موارد)د

.ستي گزاره هاي زير را بررسي كنيد درستي يا نادر-6

ب روي بازهاگر) الف .ها را قطع نمي كنداشد، در هيچ نقطه اي محور صعودي

.ها را قطع مي كند صعودي باشد، حداكثر در يك نقطه محور روي بازهاگر)ب

 زوج است؟ تحت چه شرايطي فرد است؟ تحت چه شرايطي تابع خطي-7

.را به دست آوريد، تابع اگر–8
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)())(()( فرض كنيد-9 2 xgxfxh . ممكن است زوج يا فرد باشند كه توابع=+

 حتماً يك تابع زوج مي شود؟تحت چه شرايطي) الف

 مي شود؟ حتماً يك تابع فردتحت چه شرايطي)ب

كه) الف-10 وفرض كنيد  مي توانآيا در مورد زوج يا فرد بودن. يك تابع زوج باشد

 اظهار نظر قطعي كرد؟

واگر)ب ت، آيا آيا در مورد زوج يا فرد بودن يك تابع فرد باشد وان اظهار نظر مي

 قطعي كرد؟

 چه مي توان گفت؟ دو تابع فرد باشند، در مورد زوج يا فرد بودناگر)ج

ك تابعي مانند-11 .نيد كه در همه شرايط زير صدق كند رسم

دامنه=[2,20-]) الف

برد=[8,14-])ب

)ج

. صعودي باشد در بازه)د

. ثابت باشد در بازه)ه

. نزولي باشد در بازه)و

هر)ز .براي

هر)ح .براي

كه-12 . صعودي باشدزه روي با فرض كنيد

و تعيين كنيددامنه تابع)الف  روي كدام بازه صعودي است؟ را بيابيد

و تعيين كنيددامنه تابع)ب  روي كدام بازه صعودي است؟را بيابيد

 چه مي توان گفت؟تابع صعودي يا نزولي بودن در مورد)ج

 چه مي توان گفت؟تابع صعودي يا نزولي بودن در مورد)د

) به وسيله تابع) هر نفررايب(در بست يك اتوبوسي هزينه اجاره-13 )
x

xxC 5100  داده مي شود كه=+

وxدر آن ) تعداد افراد در يك گروه )xCو داريم بر حسب : هزار تومان است

}{ 40,...3,2,1∈x
( )xC ب−� و توضيح دهيد كه چه چيزي را نشان مي دهد؟ه را  دست آوريد
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 اين شعاع قاعده. كه ارتفاع آن برابر قطر قاعده آن استدر اختيار داريم استوانه به شكل يك سيلندر-14

. نشان مي دهيمxسيلندر را با

اي) الف از شكلحجم اين سيلندر استوانه متر10شعاع قاعده براي. دست آوريدهبxرا به عنوان تابعي

 چقدر است؟استوانه حجم 

))ب )xV ب−� وه را آندست آوريد . را توصيف كنيدمعناي

، با استفاده از هر يك از فرمول ها كه ساده تر����πاگر حجمي برابر)ج  متر مكعب نياز داشته باشيم

. است شعاع را بيابيد

: دو تابع يك به يك باشند ثابت كنيدgوf اگر-15

( ) ( ) ( )( )xfgxgf 111 −−− = oo

.زير را بررسي كنيد درستي يا نادرستي عبارات-16

.مي تواند وارون پذير هم باشد زوج يك تابع)آ

] روي بازهfاگر)ب ]�� ] روي بازهf−1 صعودي باشد, ])5(,)0( ffصعودي است.

] روي بازدهgاگر)ج ] روي بازدهg−1، نزولي باشد,[ ])5(,)0( ggنزولي است .

fgاگر)د ، دامنه آنها با هم برابر است, . وارون يكديگر باشند

) اگر-17 ) ( )
dx
baxxfxf

+
+=− abd تحت كدام شرايط براي.ا بيابيد1, =−1 داريم,, ff

آل-18 قد) برحسب كيلوگرم( براي مردانw وزن ايده به) بر حسب سانتي متر(hبه عنوان تابعي از

)صورت تقريبي از رابطه ) 889/0 −= hhwدست مي آيدهب.

آل) الف ؟170 براي يك مرد وزن ايده  سانتي متري چقدر است

 اين تابع چه چيزي را نشان مي دهد؟. دست آوريدهبw را به عنوا تابعي ازh)ب

)با نشان دادن)ج )( ) ( )( ) aaWhbbhW == )(,)( ثابت كنيد كه, whhwوارون يكديگرند .

القد)د اوومردي كه ايده . كيلوگرم است چند سانتي متر است��زن

)رابط وزن ايده آل براي زنان به صورت( ) 5/829/0 −= hhWاست (

.بر مجموعه زير باشد براتابعدامنه كه به طوري مثال بزنيد دو تابع مانند–١٩

 بيابيد كه براي آنها داشته باشيمتوابعي مانند–٢٠
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كه شرط به گونه اي به دست آوريد راتابع خطي در هر يك از حالت هاي زير– 21

.خواسته شده برقرار گردد

ت– 22 ابع تعداد باكتري ها در يك غذاي منجمد با
. دماي غذا استd داده مي شود كه

t داده مي شود كهوقتي كه غذا از انجماد خارج مي شود دما با تابع
:مطلوبست. زمان بر حسب ساعت است

تابع مركب)آ
كه)ب .تعداد باكتريها در غذا وقتي
ز)ج ؟ماني تعداد باكتريها به پس از چه  مي رسد

ثابت كنيد كه تابع. 23
x

x
xf

1
)(

+
و با استفاده از آن برد تابع را بدست آوريد= . تابعي زوج است

ثابت كنيد كه تابع.24
1

)(
+

=
x

xxfو با استفاده از آن برد تابع را بدست آوريدفرد تابعي . است

و. در شكل زير داده شده استنمودار تابع. 25  دامنه توابع داده شده را معلوم كنيد

.نمودار آن ها را رسم كنيد

و غير ثابت باشد، تعيين كنيد كه اگر-26  زوج يا فرد ياآيا در هر يك از حالات زير يك تابع زوج

.و نه فرداست نه زوج آن كه

ج(

xxxfتابع. 27 2)( 2 ]1,( را روي دامنه=− . در نظر بگيريد∞

و برد آن را به دست آوريد.آ .با رسم نمودار اين تابع نشان دهيد اين تابع وارون پذير است

و برد تابع وارون را به دست آوريدبا رسم نمودار تابع وارون، دام.ب .نه



مودنسخه-فصل دوم

66

و براي يك نقطه دلخواه از دامنهg را باfتابع وارون.ج yxg قرار دهيدx مانندg نشان دهيد =)(.

yfx)(با توجه به آن كه داريم =،yرا بر حسب xحساب كنيد .

. را بنويسيدfضابطه تابع وارون.د

)(211ثابت كنيد كه تابع. 28 xxf ] روي دامنه=+− و وارون آن را بدست1,0[  يك به يك است

. آوريد

gfدو تابع.29 fggf آيا توابع. وارون يكديگرند, oo  با هم مساويند؟,

qxqx، نشان دهيدq هر عدد صحيح براي-30 +=+ ][][.


