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 توابع مثلثاتي

با بسياري از حركتهاي متناوب در طبيعت بيان رياضي  مثلا حركت رفـت.انجام مي شود توابع مثلثاتي،

خ ورشيد، نوسانات يك فنر همگي از طريق توابع مثلثاتيو برگشتي يك آونگ، حركت سيارات به دور

. قابل بيان هستند

را وزنهفرض كنيد:مثال و فنر به حال تعادل رسيده است از يك فنر اي . آويزان كرده ايم

يكو رها شود با فرض كم بودن اصطكاك وزنبه يك مقدار اندك كشيده مي شود اگر وزنه ه

و. حركت نوساني انجام خواهد داد اگر مبدا محاسبه ارتفاع وزنه را حالت تعادل وزنه بگيريم،

 را لحظه رد شدن وزنه از حالت تعادل بگيريم تابعي كه ارتفاع وزنه را در هر لحظهt=0لحظه 

)()sin(مشخص مي كند به صورت BtAty  است=

هر20فرض كنيد چرخ وفلكي به قطر مـي در جهـت مثبـت دقيقه يـك دور2 متر داريم كه

و فلك پايينترين نقطه فرض كنيد.چرخد چ متر بالاي زمين باشد7 چرخ و كابين خاصي از و، رخ

تمرين در كلاس
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و رو بـه بـالا در حـال17زمين باt=0 كه در لحظه فلك را در نظر گرفته باشيم  متر فاصله دارد

.حركت است

.مارتفاع اين كابين از سطح زمين را مشخص كنيمي خواهيم در هر لحظه

 كماني كه كابين طي مي كند چند راديان است؟، ثانيهtپس از گذشت.1

اگر كابين زير قطر افقي باشد(؟ قرار دارد قطر افقي چند متر بالاي كابين، ثانيهtپس از گذشت.2

.) را منفي حساب كنيداين عدد

را.3 .نشان مي دهد بنويسيد) بر حسب ثانيه(نسبت به زمان) بر حسب متر(تابعي كه ارتفاع كابين

 نشان دهيم، اين تابع را بهtx)( را باAتا نقطه روي زمين سايه اين كابين فاصلهtدر لحظه اگر.4

.دست آوريد

 اگر از اول فروردين. در هر سال مشابه سال قبل تكرار مي شودطول روزمي دانيم كه تغييرات: مثال

بعد از اولين روز. در حال افزايش هستندطول هر روز را يادداشت كنيم اين مقدارها تا اول تابستان

و مجددا بعد از روز اول زمستان طول  تابستان طول روزها كاهش مي يابند تا به روز اول زمستان برسيم

را. روزها افزايش مي يابند و مي توانيم با يك تابع مثلثاتي طول روزها اين يك حركت تناوبي است

.بيان كنيم

7

20

A
)(tx
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وtفرض كنيد وt=0 نشان دهنده روزهاي سال باشد  نشانt=364 نشان دهنده روز اول فروردين

با) بر حسب ساعت(امtطول روز. دهنده روز آخر سال باشد و فرض كنيد بهtL)(را  نشان مي دهيم

CBtAtL داريمCوBوAخي اعداد مانند ازاي بر += )sin()(.زير سعي مي داشتن اطلاعاتبا 

. را به دست آوريمCوBوAكنيم

 روزاول فروردين ول تيرا اول دي

)ساعت(طول روز95/1525/12

كه.1 ،tL)(دوره تناوب تابع با توجه به آن
B
π202/0نشان دهيد است≈B.

CA برابرtL)(نشان دهيد بيشترين مقدار.2 آنو+ و نتيجه−+CA كمترين مقدار  است

35/3,25/12بگيريد == AC

و طول روز را درtL)(تابع.3 . آذر حساب كنيد5 را بنويسيد

و كتانژانت  تابع تانژانت

: بنا به تعريفxبه ازاي هر مقدار. يكي از توابع هم مثلثاتي تابع تانژانت است

x
xx

cos
sintan =

تمرين در كلاس
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رادار. برج مراقبت يك فرودگاه هواپيمايي را كه در حال نزديك شدن به فرودگاه است رديابي مي كند

وA فرودگاه در نقطهRدر نقطه  . كيلومتر با هم فاصله دارند3 است

فاصله هواپيما با فرودگاه را بر حسب زاويه اي كه رادار طبق شكل به دست مي آورد حساب.1

.كنيد

 درجه را نشان دهد، فاصله هواپيما با فرودگاه چقدر است؟45اگر رادار زاويه.2

 با رسم يك دستگاه مختصات.ي نمايش داد را مي توان در دايره مثلثاتي به شكل هندسxtan مقدار

 كه به عنوان زاويه اي بر حسب راديان در نظر گرفته شود نقطهxو دايره واحد به مركز مبدا، هر مقدار

.اي از دايره مثلثاتي را معين مي كند

اي،با رسم خطهايي عمود بر دو محور .مشخص مي شوندxsinوxcosن نقطه مقدارهاي از

•
x

R

A

x

تمرين در كلاس
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راو ساختن محوري جديد)0,1(با رسم خط مماس بر دايره مثلثاتي در نقطه ، اگر خطي را كه مبدا

ت ا اين محور جديد را قطع كند، عرض نقطه برخورد مقداربه نقطه روي دايره وصل مي كند ادامه دهيم

xtanرا نشان مي دهد .

درستي اين مطلب از طريق رابطه تشابه در مثلثهاي قائم الزاويه اي كه ساخته شده اند قابل بررسي

آن. است ، وقتي زاويه در ربعهاي ديگري قرار مي گيرد قابل درستي علامت مقدار تانژانت نيز با بررسي

و مقدار سينوس. انجام است مثلا وقتي كه زاويه در ربع چهارم قرار مي گيرد مقدار كسينوس مثبت

.منفي است، پس مقدار تانژانت منفي است

و تانژا و كسينوس نت را نمايش مي دهند، در دايره مثلثاتي از آنجا كه محورهاي بالا مقدارهاي سينوس

و محور  و محور تانژانتها مي نامندكاين محورها را محورسينوسها از روي شكل مشخص. سينوسها

•
x

xcos

xsin
xtan

•
x
xcos

xsin
xtan

•
x
xcos

xsin
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و از) مثبت يا منفي(فردياست كه براي زاويه هايي كه مضرب صحيح
2
πهستند مقدار تانژانت تعريف 

و آن نمي شود، زيرا در اين نق اط خط واصل از مبدا به نقطه روي دايره با محور تانژانتها موازي است

و كسر. را قطع نمي كند از طريق جبري نيز مشاهده مي كنيم كه در اين زاويه ها كسينوس صفر است

x
x

cos
sinبنابراين دامنه تعريف تابع. معنا ندارد xtanت اعداد به صور

2
)12( π+kرا )kاعداد صحيح 

. در بر ندارد)هستند

. مقدار تانژانت مساوي استπ+xوxاز روي شكل همچنين مشاهده مي كنيم كه براي دو زاويه

م .ي توان اين رابطه را به دست آوردبه طور جبري نيز

x
x
x

x
x

x
xx tan

cos
sin

cos
sin

)cos(
)sin()tan( ==

−
−=

+
+=+
π
ππ

وxtanاز اين تساوي نتيجه مي شود . يك دوره تناوب آن استπ تابعي متناوب است

( بازه ماننددر اين فعاليت مي خواهيم چگونگي تابع تانژانت را در يك دوه تناوب آن،
2

,
2

( ππ
−،

.بررسي كنيم

و محور تانژانتها توضيح دهيد كه وقتي مقدارهاي.1 و بهxاز طريق شكل  از صفر شروع شوند

 طور مداوم افزايش يابند تا به
2
πنزديك شوند، مقدارهاي xtanچگونه تغيير مي كنند .

•
x

)tan(tan π+= xxπ

فعاليت
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(آيا تابع تانژانت روي بازه.2
2

,0( πصعودي است؟ 

و محور تانژانتها توضيح دهيد كه وقتي مقدارهاي.3 و به طورxاز طريق شكل  از صفر شروع شوند

مداوم كاهش يابند تا به
2
π

. چگونه تغيير مي كنندxtan نزديك شوند، مقدارهاي−

,0(آيا تابع تانژانت روي بازه.4
2

( π
( صعودي است؟ آيا تابع تانژانت روي بازه−

2
,

2
( ππ
 صعودي−

 است؟

(آيا تابع تانژانت روي بازه.5
2

,
2

( ππ
؟ تابعي زوج يا فرد مي باشد−

وبا.6  در چند نقطه خاص نمودار تقريبي اين تابع را در كل دامنهxtanيافتن مقدار تكميل جدول زير

.آن رسم كنيد

346
0

643
ππππππ

−−−x

xtan

به با توجه به اطلاعاتي كه در فعاليت قبل نسبت به تابع تانژانت به دست آورده ايد، نمودار تقري بي آن

.شكل زير خواهد بود

2
π

2
π−

2
3π

2
3π−

•
x

xtan

x
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.يگر از توابع مهم مثلثاتي تابع كتانژانت است كه به صورت زير تعريف مي شودديكي

xx
xx

tan
1

sin
coscot ==

و خواص آن شبيه تابع تانژانت است كه. اين تابع شباهتهاي بسياري به تابع تانژانت دارد در زاويه هايي

.ابع تانژانت ناصفر است مقدار كتانژانت وارون مقدار تانژانت استت

 عددي صحيحk است كهπkنشان دهيد دامنه تابع كتانژانت همه اعداد، غير از اعداد به صورت.1

.است

. است يك دوره تناوب تابع كتانژانتπنشان دهيد.2

و آن را محور كتانژانتها مي نامند از طريق محوري كه در زير رسم شده استxcotنشان دهيد مقدار.3

.به دست مي آيد

ك صفر شروع از يك زاويه مثبت نزديxتوضيح دهيد كه وقتي مقدارهاي از طريق محور كتانژانتها.4

 شوند

. چگونه تغيير مي كنندxcot نزديك شوند، مقدارهايπو به طور مداوم افزايش يابند تا به

)0,(وضعيت صعودي يا نزولي بودن تابع كتانژانت در بازه.5 πچگونه است؟ 

. در چند نقطه خاص نمودار تقريبي اين تابع را در كل دامنه آن رسم كنيدxcotبا يافتن مقدار.6

•x

xcot

تمرين در كلاس
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(درستي تساوي.7
2

tan(cot xx −= πو از طريق آن چگونگي ارتباط نمودارهاي دو  را به دست آوريد

. را توضيح دهيدxtanوxcotتابع

.كه از تمرين بالا به دست مي آيد نمودار تابع كتانژانت به شكل زير استبا توجه به نتايجي

 اتحادهاي مثلثاتي

از دانشمندان ايراني بود كه نقش فاي بوزجانيوابوالكسي كه اولين بار به اين سوال پاسخ گفت

فعاليت زير بر اساس روش بوزجاني براي. زيادي در گسترش علم مثلثات در آن دوره داشته است

. مي باشدα بر حسب نسبت هاي مثلثاتي α2sinيافتن 

α2آن وتري در دايره واحد باشد كه زاويه كمان روبرويABاز طريق شكل زير نشان دهيد كه اگر

. استαsin2وتر طول اشد،ب

ππ− π20 2
π

2
π

−
2

3π

حل يك مسئله

يه اي دو برابر شود، نسبتهاي مثلثاتي آن چگونه تغيير مي كنند؟اگر زاو

فعاليت



 دومنسخه- فصل سوم

١١

 

و زاويه بين دو شعاعOدر شكل زير.2 وα2 برابرOCوOA مركز دايره واحد عمودAHاست

وα=B̂استدلال كنيد ابتدا. استBCرب
2

ˆ π=Aوα=1Â

كه.3  داريمAHCو در مثلث قائم الزاويهα2sin=AHوαsin2=ACاستدلال كنيد

AC
AHA =1̂cos.

ααα: نتيجه بگيريد.4 cossin22sin =.

HCOHاز تساويهاي.5 −= وα2cos=OHو1
AC
HCA =1̂sinنتيجه بگيريد ،:

αα 2sin212cos −=.

اگرچه استدلال بالا فقط براي حالتي كه
2

0 πα ز>> هاويا اعتبار دارد، ولي براي ساير  با استفاده، نيزه

 از

و كسينوس . مي توان درستي اين تساويها را به دست آورد، خواص توابع سينوس

براي زاويه:مثال
4
πα : داريم=

2
sin

4
2sin1

2
2

2
22

4
cos

4
sin2 ππππ =×==×=

α

A

B

α2

A

B C
HO

1
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براي زاويه:مثال
6
πα : داريم=

3
sin

6
2sin

2
3

2
3

2
12

6
cos

6
sin2 ππππ =×==×=

به كمك روابط بالا مي توانيم نسبتهاي مثلثاتي زاويه هاي ديگري غير از
6
πو

3
πو

4
πرا هم با دقت 

.حساب كنيم

. درجه را حساب مي كنيم15سينوس زاويه:مثال

2
3215sin15sin21

2
315sin21152cos 22 −=⇒−=⇒−=× oooo

αααبا توجه به درستي تساوي.1 cossin22sin  براي زاويه هاي حاده، درستي اين تساوي را=

( ثابت كنيدβبراي زاويه منفرجه βπαاز زاويه حاده. .) كمك بگيريد=−

:اريمدαنشان دهيد براي هر زاويه.2

1cos2sincossin212cos 2222 −=−=−= ααααα

: داريمα نشان دهيد براي هر زاويه.3

2
2cos1sin,

2
2cos1cos 22 αααα −=+=

و كسينوس زاويه.4 . را حساب كنيدo5/22سينوس

αند مجموع دو زاويه مانمسئله مهمتر ديگري كه بوزجاني به حل آن پرداخت يافتن نسبتهاي مثلثاتي

. روشي كه در زير براي حل اين مسئله مي آيد بر اساس روش بوزجاني است. بودβو

تمرين در كلاس
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گي. را به مركز مبدا پهلوي هم رسم مي كنيمβوαدر دايره واحد دو زاويه  ريم حالتي را در نظر مي

βαكه  . حاده باشد+

2)(وβ2وα2اگر زاويه هاي مركزي βα وαsin2 را بسازيم وتر روبروي آنها مقدارهاي+

βsin2و)sin(2 βα از. را نشان خواهند داد+ OC بهBبراي اين كار

. قطع كنندFوE عمودي رسم مي كنيم تا دايره را به ترتيب در نقاطOAو

.ادامه روش بوزجاني را در فعاليت زير دنبال مي كنيم

وKHوEFبا رسم پاره خطهاي.1  با استاده از قضيه تالس نتيجه بگيريد اين دو پاره خط موازيند

KHنصفEFو )sin( است βα +=KH.

و برابرKHBوEFBنشان دهيد زاويه هاي.2 . مي باشندβ مساويند

و برابرHKBوFEBبه طور مشابه نشان دهيد زاويه هاي.3 . مي باشندα مساويند

α

A
BC

O
β

FE K
H

α

A
BC

O
β

فعاليت
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و ارتفاع وارد بر ضلعBKHمثلث.4 با. را رسم كرده ايمKH را جداگانه در زير رسم كرده ايم

و زاويه هاي اين مثلث معلوم شده اند، نتيجه بگيريد :توجه به آن كه طول اضلاع

βαβαβα sincoscossin)sin( +=+

βαاگرچه استدلال بالا فقط براي حالتي كه ب+ ، ولي با استفاده از خواصشد اعتبار داردا حاده

و كسينوس مي توان درستي آن را براي تمام زاويه ها به دست آورد كه. توابع سينوس  مثلا در حالتي

αوβحاده هستند ولي βα απα منفرجه است، مي توانيم براي دو زاويه+ −=′
2

βπβو −=′
2

و )(كه هر دو حاده هستند βαπβα : نيز حاده است بنويسيم′+′=−+

βαβαβα ′′+′′=′+′ sincoscossin)sin( 

:در نتيجه

βαβα

βπαπβπαπ
βαβαβαβαπβα

cossinsincos

)
2

sin()
2

cos()
2

cos()
2

sin(

sincoscossin)sin())(sin()sin(

+=

−−+−−=

′′+′′=′+′=+−=+

.براي بقيه حالتها نيز مي توان محاسبات مشابهي را انجام داد

. را حساب مي كنيمo75سينوس زاويه: مثال

4
26

2
1

2
2

2
3

2
2

30sin45cos30cos45sin)3045sin(75sin

+=×+×=

+=+= ooooooo

K H

B

)sin( βα +

βsin αsin

α β
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 راβدر اين فرمول. فرمول سينوس مجموع دو زاويه براي هر دو زاويه دلخواهي برقرار است.1

و نتيجه بگيريد−βبه : داريمβوα براي هر دو زاويه تبديل كنيد

βαβαβα sincoscossin)sin( −=−

ت.2 كهوبا ((جه به آن
2

sin(())(
2

sin()cos( βαπβαπβα هر، نتيج+=−+=−− ه بگيريد براي

: داريمβوαدو زاويه

βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+

: داريمβوαبراي هر دو زاويهثابت كنيد.3

βα
βαβα

tantan1
tantan)tan(

−
+=+

: داريمαثابت كنيد براي هر زاويه.4

αααααα cos3cos43cos,sin3sin43sin 33 −=+−=

م .ي توانيم نسبتهاي مثلثاتي زاويه هاي بيشتري را با دقت حساب كنيمبه كمك روابط بالا

. را حساب مي كنيمo105 تانژانت زاويه: مثال

2
)31(
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60tan45tan1
60tan45tan)6045tan(105tan
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. را حساب مي كنيمo5/67 كسينوس زاويه: مثال

تمرين در كلاس
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داريم 
2

4535/2235/67
o

oo . را حساب مي كنيمo5/22ابتدا كسينوس.=×=×

2
225/22cos

4
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2
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2
45cos15/22cos2 +=⇒

+=
+

=+= o
o

o

. را حساب مي كنيمo5/67حال كسينوس

)12(
2

22

2
223

8
)22(45/22cos3)5/22(cos45/67cos
3

3

−
+=

+×−
+×=−= ooo

و تفاضل زاويه ها موجب مي شود روابط روابط به دست آمده در محاسبات نسبتهاي مثلثاتي مجموع

: داريمβوα مثلا براي هر دو زاويه. دست آيندجديد ديگري بين توابع مثلثاتي به

βαβαβα
βαβαβα

sincoscossin)sin(
sincoscossin)sin(

−=−
+=+

:با جمع طرفين تساوي نتيجه مي شود

))sin()(sin(
2
1cossin βαβαβα −++=

ك .نداتحاد بالا يك عمل ضرب نسبتهاي مثلثاتي را به يك عمل جمع نسبتهاي مثلثاتي ديگر تبديل مي

)cos(با استفاده از فرمول محاسبه.1 βα )cos(و+ βα : نتيجه بگيريد−

))cos()(cos(
2
1sinsin

))cos()(cos(
2
1coscos

βαβαβα

βαβαβα

+−−=

−++=

βαو نتايج قبل با قرار دادن)1(با استفاده از روابط بند.2 +=Aوβα −=B

تمرين در كلاس



 دومنسخه- فصل سوم

١٧

:نتيجه بگيريد

2
sin

2
sin2coscos

2
cos

2
cos2coscos

2
cos

2
sin2sinsin

BABABA

BABABA

BABABA

−+
−=−

−+=+

−+=+

و از آنها در جهت اين اتحاد هاي مثلثاتي كمك زيادي در ساده سازي عبارتهاي مثلثاتي مي كنند

و برعكس تبديل ضربها به جمعها استفاده مي شود . تبديل جمعها به ضربها

xxxx نشان دهيد: مثال 3coscos24cos2cos =+.

xxxx

xxxxxx

3coscos2)cos(3cos2
2

42cos
2

42cos24cos2cos

=−=

−+=+

xhxعبارت: مثال sin)sin( .را به صورت حاصلضربي تبديل مي كنيم+−

)
2

cos(
2

sin2

2
)(cos

2
)(sin2)sin()sin(sin)sin(

hxh

xhxxhxxhxxhx

+=

−−+−++=−++=−+

وαاگر.1  زاويه اي در ربع سوم باشد كهβ زاويه اي در ربع اول
5
3sin =αو

13
5cos −=β،

)sin(مقدارهاي βα )cos(و+ βα )tan(و− βα . را تعيين كنيد+

و زاويه.2 α راس آن با استفاده از مثلث متساوي الساقين زير كه طول ساقهاي آن واحد است

:است، با محاسبه مساحت آن از دو طريق نتيجه بگيريد

2
cos

2
sin2sin ααα =

مسائل
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xyنمودار تابع.3 2sin63−=را در بازه [ ]π2,0دوره تناوب اين تابع چقدر. رسم كنيد

 است؟

)sin( را از طريق فرمول محاسبه α2cosو α2sinفرمول محاسبه.4 βα )cos(و+ βα  به+

.دست آوريد

 تساوي زير را ثابتي تعريف شده است درستα2tan كه براي آنαبراي يك زاويه دلخواه."

.كنيد

α
αα 2tan1

tan22tan
−

=

 زاويه اي در بازهαاگر.6






2
3, ππباشد كه 

13
12sin −=αمقدار ،

2
tanαرا حساب كنيد .

.درستي اتحادهاي زير را ثابت كنيد.7

() الف
4

sin(2cossin π+=+ xxx(2)بcos(sin2sin1 xxx +=+

)ج
x
xx 2tan1

tan22sin
+

)د=
x
xx 2

2

tan1
tan12cos

+
−=

1cos8cos84cos)ه 24 +−= xxx

)sin(در اين مسئله روش ديگري براي محاسبه فرمول.7 βα حادهβوα در حالتي كه+

و زاويهα برابرB را به گونه اي مي سازيم كه زاويه راسABCمثلث. هستند ارائه مي شود

و ارتفاع وارد بر ضلعβ برابرCراس را. واحد باشدBC باشد چگونگي ساختن اين مثلث

.توضيح دهيد

α



 دومنسخه- فصل سوم

١٩

 

وβوα بر حسب نسبتهاي مثلثاتيBHوCHوACوABبا محاسبه طول پاره خطهاي

،ABCيا با استفاده از رابطه سينوسها در مثلث، از دو طريقABCمحاسبه مساحت مثلث

)sin(فرمول محاسبه βα . را به دست آوريد+

)sin( در اين مسئله روش ديگري براي محاسبه فرمول.8 αβ حاده هستندβوα در حالتي كه−

βαو و ضلعÂ زير زاويهدر شكل.، ارائه مي شود> طول پاره. واحد استBC قائمه است

با محاسبه طول پاره خطهاي ديگري كه در شكل ديده. فرض كنيدb را عددي مانندBDخط 

ك در شكل  و محاسبه مساحت مثلثهايي : يده مي شوند، با استفاه از تساويدمي شود

(ABCمساحت(-)ADBمساحت( )BDCمساحت )=

αβαβαβ: ثابت كنيد sincoscossin)sin( −=−

α
β

B A

D

C

1
b

A

BC
αβ

H

1
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 معادلات مثلثاتي

.توانيم اين مسئله را حل كنيمميهچگون: معلم از دانش آموزان پرسيد

و طول اين ضلع بايد مقداري باشد بايد طول ضلع سوم را هم بيابيم تا مثلث مشخص:زهرا شود

. سانتي متر مربع شود3تا مساحت مثلث 

پسسولي ما رابطه اي كه مساحت مثلث را بر حسب طول اضلاع بيان كند، نمي شنا:صديقه يم

. سوم نخواهيم داشتراهي براي به دست آوردن ضلع

 البته چنين رابطه اي وجود دارد ولي چون ما اين رابطه را نمي شناسيم مجبوريم دنبال راه:معلم

را.حل ديگري بگرديم  اما نكته اي كه زهرا بيان كرد آن است كه ما بايد با روشي مثلث جواب

چي. مشخص كنيم .ز ديگري بگرديماگر راهي براي مشخص كردن ضلع سوم نداريم بايد دنبال

؟ دو ضلع را بيابيمآنچطور است كه زاويه بين:زينب

 فكر بسيار خوبي است، چه راهي براي تعيين اين زاويه داريم؟:معلم

و زاويه بين آنها به دست آوريم:زهرا . ما مي توانيم مساحت يك مثلث را از طريق طول دو ضلع

حل يك مسئله

و6و2آيا مي توان مثلثي رسم كرد كه طول دو ضلع آن  سانتي متر باشد

 سانتي متر مربع شود؟ چند مثلث با اين خاصيت موجودند3مساحت آن

و با چه روشي مي توان آنها را ساخت؟
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:اميم بايد داشته باشيم بنθاگر اين زاويه را 

3sin26
2
1 =××× θ

تيجه مي شودن ازاين معادله:زينب
2
1sin =θيعني θ،30پس جواب مسئله مثلث. درجه است 

.ستازير

 اما آيا اين معادله جواب ديگري ندارد؟. بله شما توانستيد يك جواب براي اين مسئله بيابيد:معلم

 درجه نيز داريم 150 براي زاويه:صديقه
2
1150sin =oپس مثلث ديگري هم با شرايط مورد نظر ،

. مسئله وجود دارد

 ديگري هم مي توانيد پيدا كنيد؟ب آيا جوا:معلم

 برابر سينوس آنهاكه ديگري رد زيرا زاويه هاي جود نداو جواب ديگري، نه:زهرا
2
 است1

.نمي توانند زاويه يك مثلث باشند

.ه اطلاعاتي از نسبتهاي مثلثاتي آن در دست استكدر برخي از مسائل مجهول يك زاويه است

يك،معادله بنويسيميك گر اين اطلاعات را به صورتا م آن را . مي نامندثلثاتيمعادله

 چقدر7 است، زاويه روبروي ضلع به طول1,3,7 در مثلثي كه طول اضلاع آن:مثال

 است؟

6

2
o30

6

2

o150
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: بناميم طبق رابطه كسينوسها داريمθاگر اين زاويه را 

θcos31231)7( 222 ××−+=

م و با حل آن داريمθلثاتي بر حسبثاين يك معادله : است
2
1cos =θتنها زاويه اي كه بتواند 

آنزاويه يك و كسينوس مثلث باشد
2
. درجه است60 باشد1

 حل معادلات مثلثاتي روش

پ س از محاسبات جبري معادله را به يكي شيوه كلي حل معادلات مثلثاتي به اين صورت است كه

βαاز شكلهاي sinsin βα يا= coscos βα يا= tantan . در بياوريم=

در مثال بالا، معادله مثلثاتي پس از محاسبات جبري به صورت
2
1cos =θدر آمد كه يعني 

o60coscos =θ.معادله به صورت، در مسئله مطرح شدههمچنين 
2
1sin =θدر آمد كه يعني 

o30sinsin =θ.

λβαاگر. مناسب است كه اين مسئله را از طريق دايره مثلثاتي بررسي كنيم == sinsin ،λ

]عددي در بازه و زاويه هايي كه سينوس آنها−1,1[  است، طبق شكل زير آنهاييλ است

. قرار گيردB ياAهستند نقطه متناظر آنها در دايره مثلثاتي در نقطه

حل يك مسئله

βα كه دو زاويه باشندβوαاگر sinsin ، اين دو زاويه چه=

 رابطه اي با هم دارند؟
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 قرار گيرند كهB يا هر دو درA روي دايره مثلثاتي هر دو درβوαاگر نقطه هاي متناظر

πβαمعناي آن اين است كه k2+=كه kو اگر نقطه هاي متناظر. عددي صحيح استαوβ

βπوα قرار گيرند معناي آن اين است كهBو ديگري درAروي دايره مثلثاتي يكي در −

دπ2در مضرب صحيحي از πβπαارند، يعني اختلاف k2+−=كه kعددي صحيح است .

βα دو زاويه باشند كهβوαاگر بنابراين sinsin πβα مي توان نتيجه گرفت كه= k2+=

πβπαيا k2+−=هكkبه عبارت ديگر. عددي صحيح است:

xx معادله:مثال 3sin2sin . را حل كنيد=

xkxمي دانيم كه جوابهاي اين معادله به شكل 322 += πوxkx 3)12(2 −+= πدر. هستند

πkxنتيجه πو=2
5

12 += kxجوابهاي اين معادله اند .

 دو زاويه باشند كهβوαاگر با استدلالي مشابه از طريق دايره مثلثاتي مي توان نتيجه گرفت كه

βα coscos πβαآنگاه= k2+=يا πβα k2+−=كه kبه عبارت ديگر. عددي صحيح است:

β
βπ +k2βπ −+ )12( k

λ
AB

βαمعادله sinsin βπα جوابهاي به صورت داراي= += k2

βπαو −+= )12( kاست كه kعددي صحيح است .
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xx معادله:مثال 2coscos . را حل كنيد=

xkxمي دانيم كه جوابهاي اين معادله به شكل 22 ±= πدر نتيجه. هستندπkx و=2

3
2 πkx  البته جوابهاي به صورت. جوابهاي اين معادله اند=

3
2 πkx  خود به خود جوابهاي=

πkx به صورت . را در بر دارد=2

βα دو زاويه باشند كهβوαاگر tantan βπα مي توان نتيجه گرفت كه= += kكه k

:به عبارت ديگر. عددي صحيح است

xx معادله:مثال 5tantan . را حل كنيد=

xkxمي دانيم كه جوابهاي اين معادله به شكل += π5پس. هستند
4
πkx =.

1cossin معادله:مثال =+ xxرا حل مي كنيم .

درراين معادله،با محاسبات جبريكهبايد سعي كنيم  مثلا.آوريما به يكي از سه شكل بالا

.مي توانيم محاسبات زير را انجام دهيم

β
βπ +k2

βπ −k2
β−

βαمعادله coscos  داراي جوابهاي به صورت=

βπα ±= k2است كه kعددي صحيح است .

βαمعادله tantan  داراي جوابهاي به صورت=

βπα += kاست كه kعددي صحيح است .
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0)
2

tan1(
2

tan
2

tan1
2

tan1
2

tan2

1

2
tan1

2
tan1

2
tan1

2
tan2

1cossin

22

2

2

2

=−⇒+=−+⇒

=
+

−
+

+
⇒=+

xxxxx

x

x

x

x

xx

0بنابراين معادله داراي دو دسته جواب
2

tan =x1و
2

tan =x0 اولي به صورت.استtan
2

tan =
x

و دومي به صورت
4

tan
2

tan π=x$%0 از اولي جوابهاي. ا
2

+= πkxو از دومي جوابهاي

42
ππ += kxدر نهايت كليه جوابها به صورت. به دست مي آيندπkx و=2

2
2 ππ += kx

.خواهد بود

كهديك راه حل (يگر آن است كه در تمرينات ديديد
4

sin(2cossin π+=+ xxxبنابراين ،

(1 معادله به صورت
4

sin(2 =+ πxدر نتيجه. در مي آيد
4

sin
2
2)

4
sin( ππ ==+x.از اين

معادله جوابهاي 
4

2
4

πππ +=+ kxو
4

)12(
4

πππ
−+=+ kxبه دست مي آيند كه نهايتا 

πkxهمان جوابهاي و=2
2

2 ππ += kxمي باشند .

9cos2(cos(5معادله كليه جوابهاي: مثال =−ttرا به دست آوريد .

05cos9cos2ابتدا معادله را به صورت 2 =−− ttن بر. ويسيم مي اين يك معادله درجه دوم

txيعني اگر قرار دهيم. استtcosحسب  cos=0592، معادله به شكل 2 =−− xxدر مي آيد .

وx=5با حل اين معادله درجه دوم جوابهاي
2
1

−=xحال بايد معادلات.د به دست مي آين

5cos =tو
2
1cos −=tو دومين معادله به شكل) چرا؟(اولين معادله جواب ندارد. را حل كنيم

3
2coscos π=tنوشته مي شود پس كليه جوابها به صورت 

3
22 ππ ±= ktمي باشند كه k
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.عددي صحيح است

 زاويه حاده اي باشد كه0θاگر.1
5
3sin 0 =θ،5معادله كليه جوابهايsin8cos6 =+ xxبر را

و آن جوابهايي0θحسب ππكه را به دست آوريد 2<< xتعيين كنيد .

4معادله كليه جوابهاي.2
cos

1
sin

3 =+
xx

. را تعيين كنيد

كليه جوابهاي معادله.3
3

32cottan =− xxرا تعيين كنيد .

و جوابهايي كه در بازه.1 ] معادلات زير را حل كنيد ]ππ .هستند را تعيين كنيد−,

1cossin) الف =− xx0)بcos22sin =+ θθ12)جtantan =xx

01sin2sin2)د 2 =−+ tt01)هcos2cos =+− xx03)وsin2sinsin =++ xxx

آن.2 ب. است+31و2و2مثلثي رسم كرده ايم كه طول اضلاع ه زاويه هاي اين مثلث را

.دست آوريد

 وارون توابع مثلثاتي

.در فعاليت زير سعي خواهيم كرد اين مسئله را حل كنيم

تمرين در كلاس

حل يك مسئله

اگر طول وتر يك دايره را بدانيم، زوايه مركزي روبري آن چقدر

مسائل
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. در چه بازه اي تغيير مي كندx. رسم كنيدxدر دايره واحد وتر دلخواهي به طول.1

و آن را زوايه مركزي روبروي اين وتر را روي شكل نما.2  در چه بازه ايθ. بناميدθيش دهيد

.تغيير مي كند

و برد آن چيست؟ آيا اين تابع يك به يكθ تابعي ازxآيا.3 و دامنه  است؟ اين تابع چيست

 است؟

 است؟ آيا مي توانيد فرمولي براي اين تابع بنويسيد؟x تابعي ازθآيا.4

 داشته باشيم، اما اين تابع يك به xsinلازم است واروني براي تابع كه وجه مي شويمتمدر فعاليت بالا

و در كل دامنه آن وارون پذير نيست روي دامنه هاي كوچكتر مي تواند يك به اما اين تابع. يك نيست

و در نتيجه وارون پذير باشد  را روي بازه xsinبنا به قرارداد تابع. يك




−

2
,

2
ππكه محدود  مي كنند

و يك به يك است . در اين بازه صعودي

ب ه دست مي آيد كه دامنه آن با اين عمل تابعي يك به يك




−

2
,

2
ππو برد آن[ وارون. است−1,1[

ك تابعي صعودي با دامنه−x1sinاين تابع با  ] نشان مي دهند و برد−1,1[




−

2
,

2
ππو نمودار  است

. نسبت به نيمساز ربع اول به شكل زير درمي آيدxsin تابع آن با قرينه يابي نمودار

2
π

−

2
π

1
1−

2
π

−

2
π

1

1−

فعاليت
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 را با−x1sinتوجه داشته باشيد كه 
xsin

 در xsinاولي به معناي مقدار تابع وارون. اشتباه نگيريد1

و دومي به معناي وارون مقدارxنقطه و اينها با هم متفاوتندxsin است . است

: مثال
6

)
2
1(sin 1 π=−،زيرا 

6
πزاويه اي در بازه 





−

2
,

2
ππو  است

2
1

6
sin =π.

(مقدار:مثال
3

4(sinsin 1 π−را حساب مي كنيم .

ابتدا داريم
2
3

3
sin)

3
sin(

3
4sin −=−=+= ππππ.بنابراين مقدار)

2
3(sin 1 . را بايد حساب كنيم−−

)
2
3(sin 1  زاويه اي است كه سينوس آن−−

2
3

و اين زاويه در بازه−  است




−

2
,

2
ππاين. ار دارد قر

زاويه 
3
π

 است، پس−
3

)
3

4(sinsin 1 ππ
−=−.

(مقدار:مثال
5
3cos(sin . را حساب مي كنيم−1

 آن زاويه اي باشد كه در بازهαفرض كنيد




−

2
,

2
ππو  قرار دارد

5
3sin =αيعني ،α=−

5
3sin 1.

كه. را حساب كنيمαcosبنابراين بايد از آنجا
5
3sin =αوαدر بازه 





−

2
,

2
ππقرار دارد، داريم :

5
4

25
16

25
91sin1cos 2 ==−=−= αα

: بنابراين
5
4)

5
3cos(sin 1 =−.

x1sinرمقدا.1 .با زبان فارسي تشريح كنيد را−

x1sinوxدر دايره مثلثاتي مقدارهاي.2 و برد اين تابع را− و روي شكل دامنه  را نشان دهيد

.توضيح دهيد

.مقدارهاي زير را حساب كنيد.3

sin)1() الف ()ب−1
5
4(sin)

5
3(sin 11 −− +

()ج
4

5(sinsin 1 π−د()
12

(cossin 1 π−

. تابعي كه زاويه مركزي روبروي يك وتر را بر حسب طول وتر به دست مي دهد بنويسيد.4

در فعاليت زير سعي. ريم نيز لازم است تابع واروني به دست آوxcosبه طور مشابه براي تابع

.خواهيم كرد اين تابع وارون را بسازيم

تمرين در كلاس
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 در كل دامنه آن وارون پذير است؟xcosآيا تابع.1

] به بازهxcosبا محدود كردن تابع.2 ]π,0آيا تابع جديد يك به يك مي شود؟ نظر خود را از ،

.يره مثلثاتي توضيح دهيدطريق دا

از.3 و برد. نشان مي دهند−x1cos را باxcosوارون اين تابع محدود شده  را−x1cosدامنه

و نمودار آن را رسم كنيد .تعيين كنيد

. را به زبان فارسي تشريح كنيد−x1cosمقدار.4

:مثال
3

2)
2
1(cos 1 π=−−،زيرا 

3
2πزاويه اي در بازه [ ]π,0و  است

2
1

3
2cos −=π.

((مقدار:مثال
3

4(cos(cos 1 π
. را حساب مي كنيم−−

ابتدا داريم
2
1

3
2cos)

3
22cos()

3
4cos( −==+−=−

ππππ.بنابراين مقدار)
2
1(cos 1 . را بايد حساب كنيم−−

)
2
1(cos 1  زاويه اي است كه كسينوس آن−−

2
1

و اين زاويه در بازه− ] است ]π,0اين زاويه. قرار دارد

3
2πاست، پس 

3
2))

3
4(cos(cos 1 ππ =−−.

(مقدار:مثال
5
3sin(cos . را حساب مي كنيم−1

] آن زاويه اي باشد كه در بازهαفرض كنيد ]π,0و  قرار دارد
5
3cos =αيعني ،α=−

5
3cos بنابراين.1

كه. را حساب كنيمαsinبايد  از آنجا
5
3cos =αوαدر بازه [ ]π,0قرار دارد، داريم :

5
4

25
16

25
91cos1sin 2 ==−=−= αα

: بنابراين
5
4)

5
3sin(cos 1 =−.

x1cos−تابعي نزولي با دامنه [ ]و برد−1,1[ ]π,0و نمودار آن . به شكل زير خواهد بود است

π

11−

x1cos−

فعاليت
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و برد تابع−x1cosوxدر دايره مثلثاتي.1 و روي شكل دامنه  را−x1cos را نمايش دهيد

.توضيح دهيد

.مقدارهاي زير را حساب كنيد.2

cos)1() الف 1 ()ب−−
5
3(cos)

5
3(sin 11 −− +

()ج
4

5(coscos 1 π−د()
8

(sincos 1 π−

 است، زاويه بين اين دو ضلع تابعي از طول ضلع5و3در مثلثي كه طول دو ضلع آن به طور ثابت.3

.اين تابع را به دست آوريد. سوم است

 ولي اگر آن را به بازه خاطر متناوب بودن در كل دامنه خود يك به يك نيستتابع تانژانت نيز به

)
2

,
2

( ππ
و داراي وارون− محدود كنيم تابعي صعودي به دست مي آيد كه يك به يك نيز خواهد بود

.مي باشد

كل. ان مي دهند نش−x1tanوارون اين تابع را با و برد آن بازهRIدامنه اين تابع ( است
2

,
2

( ππ
−

 به شكل زير خواهد−x1tan نسبت به نيمساز ربع اول، نمودارxtanبا قرينه يابي نمودار. مي باشد

.بود

2
π

2
π

−

xy 1tan−=

2
π

2
π−

تمرين در كلاس
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( زاويه اي را نشان مي دهد كه در بازه−x،x1tanبراي هر 
2

,
2

( ππ
و تانژانت آن برابر− x قرار دارد

.است

: مثال
4

)1(tan 1 π
 زيرا،−−=−

4
π

(بازه زاويه اي در−
2

,
2

( ππ
و− (1 است

4
tan( −=−

π.

(مقدار:مثال
3

4(tantan 1 π−را حساب مي كنيم .

ابتدا داريم
3
3

3
tan)

3
tan(

3
4tan ==+= ππππ.بنابراين مقدار)

3
3(tan (. را بايد حساب كنيم−1

3
3(tan 1−

آن تانژانتزاويه اي است كه
3
و اين زاويه در بازه3 ( است

2
,

2
( ππ
اين زاويه. قرار دارد−

3
π،است 

پس
3

)
3

4(tantan 1 ππ =−.

(مقدار:مثال
4
3cos(tan . را حساب مي كنيم−1

(كه در بازه آن زاويه اي باشدαفرض كنيد
2

,
2

( ππ
و−  قرار دارد

4
3tan =αيعني ،α=−

4
3tan بنابراين.1

كه. را حساب كنيمαcosبايد  از آنجا
4
3tan =αوαدر بازه )

2
,

2
( ππ
:، داريم قرار دارد−

5
4

4
5
1

16
25
1

16
91

1
tan1
1cos

2
===

+
=

+
=

α
α

: بنابراين
5
4)

4
3cos(tan 1 =−.

هر.1 و برد تابع−x1tanوx، در دايره مثلثاتيxبراي و روي شكل دامنه  را نمايش دهيد

x1tan−را توضيح دهيد .

.ارهاي زير را حساب كنيدمقد.2

tan)3() الف 1 ()ب−−
3

1(tan)3(tan 11 −− +

()ج
4

5(tantan 1 π−د()
8

(tansin 1 π−

آيا تابع.3
x
xy

tan1
tan1

+
 وارون پذير است؟ تابع وارون آن چيست؟=−

تمرين در كلاس
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10براي هر عدد..1 << aاز طريق شكل زير استدلال كنيد كه 

2
cossin 11 π=+ −− aa

01در حالت <<− aبا استدلال مشابه درستي تساوي بالا را ثابت كنيد .

هر.2 11از طريق دايره مثلثاتي نشان دهيدكه براي ≤≤− xداريم :

xx
xx

11

11

cos)(cos
sin)(sin

−−

−−

−=−

−=−

π

هر.3 11براي ≤≤− xاز طريق دايره مثلثاتي نشان دهيد :

211 1)cos(sin)sin(cos xxx −== −−

هر.4 : نشان دهيدxبراي

2

1

2

1

1
1)cos(tan,

1
)sin(tan

x
x

x
xx

+
=

+
= −−

xxxدر مورد فرد يا زوج بودن توابع.5 111 sin,cos,tan  چه مي توان گفت؟−−−

ع.6  نشان دهيدxدد مثبت براي هر
x

x 1tantan 11 −− )0,( زاويه اي در بازه+ πو با  است

:محاسبه سينوس يا كسينوس اين زاويه نتيجه بگيريد

2
1tantan 11 π=+ −−

x
x

يار داريم كه به شكل خوابيده روي زمين قرار يك منبع گازوئيل به شكل استوانه در اخت•

آن. دارد و ارتفاع آن2قطر دايره قاعده  متر3) كه به طور افقي روي زمين است(متر

.است

تمرينات دوره اي

a

a

مسائل
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با) بر حسب ساتي متر مكعب(اگر حجم گازوئيل موجود در منبع) الف يل موجودو ارتفاع گازوئVرا

با) بر حسب سانتي متر(در منبع وh تابعي ازV نشان دهيم،hرا و اين تابع را محاسبه كنيد  است

و برد آن را تعيين كنيد . با توجه به شيوه تعريف، نشان دهيد اين تابع صعودي است.دامنه

و برد آن را تعيين كنيدV نيز تابعي ازh)ب  آيا مي توانيد اين تابع را محاسبه كنيد؟. است، دامنه

h
2

3


