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 ماتریس:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (:2مثال)

 

 

 

 (:1مثال)

 

ija

jiA  )الف 22

 

 

 
2

32 2iB ب( 

 

 

 

  jiC  )ج 333
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 انواع ماتریس:

 (2ماتریس تک )

 

 

 

 (1ماتریس سطری)

 

 

 

 (1ماتریس ستونی)

 

 

 (4ماتریس صفر)

 

 

 (5ماتریس مربعی)

 

 

 (6ماتریس قطری)

 

 

 

 

 (7اتریس اسکالر)م

 

 

 

 

 (8ماتریس واحد)همانی( )
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 (9ماتریس شبه قطری)

 

 

 (21ماتریس بالامثلثی )

 

 

 

 (22)مثلثی ماتریس پایین

 

 

 

 

 (21ماتریس اکیداً بالا مثلثی)

 

 (21ماتریس اکیداً پایین مثلثی)

 

 (24ماتریس خود توان)

 

 

 

OAmکوچکترین عددی باشد که  mاگر  :  ماتریس پوچ توان از مرتبه یm ( 25ام) 

 

 

 

 

 

 (26ماتریس متقارن )

 

 

 

 (27ماتریس پادمتقارن)
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 اعمال روی ماتریس ها:

 

 2ضرب عدد حقیقی در ماتریس )

 

 

 





















2
1

24

501

32A        2r   28مثال 

 

 

 1جمع و تفاضل دو ماتریس )

 

 

 








 
 403

851
32A      29مثال 

 

 











 163

097
32B 

 

 1ضرب دو ماتریس )

 

 









 254

301
32A     11مثال 

 

 





















163

052

401

33B 
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









 542

031
32A        12مثال 

 



















02

31

97

23B 

 

 











43

21
A     11مثال 















25

70
B 

 















12

21
A    11مثال 











35

53
B 

 

 ترانهاده ی ماتریس:

 


















2
19

71

032

32A    14: مثال 
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 خواص ترانهاده ها:

 

 

 خواص اعمال روی ماتریس:

 جمع ماتریس ها دارای خاصیت جابجایی است. -2

 جمع ماتریس ها دارای عضو خنثی است. -1

 رینه است.جمع ماتریس ها دارای عضوق -1

4- 

5- 

 جمع ماتریس ها دارای خاصیت شرکت پذیری است. -6

 ضرب ماتریس ها دارای خاصیت شرکت پذیری است. -7

 ضرب ماتریس ها دارای عضو خنثی است. -8

 ضرب ماتریس ها نسبت به جمع وتفاضل دارای خاصیت توزیع پذیری از چپ وراست است. -9

 

21- 

22- 
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21- 

21- 

24- 

25- 

 

 اتریس ها دارای خاصیت جابجایی نیستضرب م -26

 ضرب ماتریس ها دارای خاصیت حذف نیست -27

 ضرب ماتریس ها دارای مقسوم علیه صفر نیست یعنی ضرب دو ماتریس غیرصفر می تواند صفر شود. -28

 

 

 رد.استفاده از اتحادهای جبری درباره ماتریس ها به شرط آن که ضربشان دارای جابجایی باشد امکان دا -29

 

 

 دو ماتریس را تعویض پذیر گوییم هرگاه ضربشان دارای خاصیت جابجایی باشند. بعضی از ماتریس ها پذیر عبارتنداز: -11

 الف( ماتریس های اسکالر با ماتریس هم مرتبه با خودشان

 

 به شکل زیر 22ب( ماتریس ها 

 شکل زیربه  22ج( ماتریس های 
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 ماتریس مربعی دلخواه باشد داریم: Aاگر 

tAA ( 2متقارن 

 

tAA ( 1پادمتقارن 

 

 هرماتریس مربعی دلخواه را می توان به صورت حاصل جمع دو ماتریس متقارن و یاد متقارن نوشت:

 

tAA ( 4متقارن 

 

ttمتقارن  BAAB  (5 

 

ttپاد متقارن  BAAB  (6 

 

 را به صورت حاصلجمع ماتریس های متقارن و پادمتقارن بنویسید.  A: 19مثال 

























654

170

321

A 
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 ماتریس های تبدیل:

یک ماتریس ستونی نوشته می شود ضرب گردیده ومختصات هستند که از سمت چپ در مختصات نقطه که به صورت  22ماتریس های 

 نقطه جدید را به ما می دهند. برخی از معروفترین آن ها عبارتنداز:
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: نقطه 11مثال  52 ,A :مفروض است. مطلوبست 

الف( بازتاب آن نسبت بر نیمساز ربع اول و سوم  xy  

 ی آندرجه  171ب( دوران 

 

: مجموعه 12مثال 
















 122 yxRyx

y

x
F   مفروض است. مطلوبست رسم وتوصییف وییافتن تصیویرح تحیت میاتریس      ,,

تبدیل 









30

02
M 

 

 

 

 

 

 دوران نقطه:

 



 

             
 مدرس: عليرضا خاكي                                         ماتریس4فصل 

 251 








 







cossin

sincos
R 

 
  RR 1 

 n
n RR  

  RRR 

 ام بدست می آید.jام وستون i: ماتریسی که از حذف سطر ijMم: ا ijکهاد 

ام:  ijهمساز   MijA
ji

ij


 1 

 تابع دترمینان:
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



















251

146

321

A 

 

 

 

 ورید؟را بر حسب بسط سطر اول ، سطر دوم و ستون دوم بدست آ A: دترمینان ماتریس 11مثال 

 

 

 

 

 

 :33روح ساروس برای محاسبه دترمینان های 

 

 را به روح ساروس بیابید. A: دترمینان ماتریس 11مثال 





















251

146

321

A 
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 ویژگی های دترمینان:

 س صفر است.( اگر تمامی درایه های یک سطر یا یک ستون از ماتریسی برابر با صفر باشد، دترمینان آن ماتری2

                   :14مثال 


















fed

cba

A 000 

 ( اگر دوسطر یا دو ستون از ماتریسی مضرب یکدیگر باشند دترمینان آن صفر است.1

                 : 15مثال 


















kckbka

fed

cba

A 

 :16مثال

 ( ضرب می شود.-یک )( اگر در ماتریس  جای دوسطر یا دو ستون را عوض کنیم دترمینان در1

                :17مثال 








































152

641

123

251

146

321

BA 

 ( اگر مضربی از یک سطر را به سطر دیگر یا مضربی از یک ستون را به ستون دیگر بیفزاییم حاصل دترمینان تغییر نمی کند.4

                : 18مثال 








































451

1146

521

251

146

321

BA 

 برابر می گردد. Kضرب کنیم دترمینان  Kماتریسی را در عددی مانند ( اگر یک سطر یا یک ستون از 5
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            : 19مثال 








































251

2812

321

251

146

321

BA 

 

6   )   AKKA
n

    RK    7)   tAA  
 مرتبه ماتریس             

 

8 ) BAAB      9 ) nn AA  

 که ماتریسی متقارن است دارای درایه های قطر اصلی نامنفی است ودترمینانش نیز نامنفی است. tAA( ماتریس 21

 

 ( دترمینان ماتریس های پاد متقارن از مرتبه فرد صفر است.22

 

 و قطری برابر است با حاصل ضرب درایه های روی قطر اصلیپایین مثلثی  –( دترمینان ماتریس های بالا مثلثی 21

                 : 41مثال 


















f

ed

cba

A

00

0 

 ( حاصل ضرب درایه های روز قطر فرعی-برابر است با: ) 33( دترمینان ماتریس های شبه قطری 21

                  :42مثال 


















00

00

00

33

c

b

a

A 
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 :41مثال 

 

 :41مثال 

 

24 )          0 ABnmBAif ,: 

                   : 44مثال 


















fe

dc

ba

A 23 

           









wut

zyx
B 32 

 ا به جزیک سطر برابر باشند می توانه( درجمع دترمینان ها اگر همه سطر25

 درایه به درایه جمع کرد.سطر برابر را دقیقاً نوشت وسطر نابرابر را 

 چنین مطلبی برای ستون ها نیز برقرار است.

 

    :حاصل عبارت زیر چیست؟45مثال 
546

127

126

123

127

546

546

127

543

6159

147

253 





 

 

26 )         BABA  

         :خارجی( ضرب 27

321

321

bbb

aaa

kji

ba  
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         ( ضرب مختلط سه بردار:28 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba . 

 :46مثال 

 

نقطه ی  1( معادله صفحه شامل 29     111222333 zyxAzyxBzyxC ,,,,,,,,  :به صورت زیر است 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

                   :47مثال  512 ,,A 

                    معادله صفحه ی شامل نقاط 120 ,,B 

C , B , A .را بنویسید                  701 ,,C 

 

 

 

 

 

 

( معادله خط شامل دونقطه 11   baAdcB ,,,  :0    به صورت زیر است
1

1

1



dc

ba

yx

 

         ax
ac

bd
by 












 

 

 

       را بنویسید. B,A: معادله ی خط شامل 48مثال    3254  ,,, AB 
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 زه ها:ماتریس هم سا

 ماتریسی است که درایه های آن همسایه های ماتریس مفروضند.

   


















333231

232221

131211

AAA

AAA

AAA

N ماتریس هم سازه ها 

 

 ماتریس الحاقی:

 

 نشان می دهیم. A*ی ماتریس همسازه ها را ماتریس الحاقی می نامیم و آن را با  ترانهاده



















232313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

AN t * 

 

 

 را بیابید.  A: ماتریس هم سازه ها و ماتریس الحاقی ماتریس 49ل های مثا





















251

146

321

A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 وارون ماتریسی:

        میاتریس واحید هیم مرتبیه بیا آنیان                  Aدر آن ییا آن در   Aاسیت کیه از ضیرب     Aماتریسی هم مرتبه با  Aوارون ماتریس مربعی مانند 

 حاصل می گردد.

 IAAAA   11 
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  







  

a
AaA

A

x

110 (2 















 








 


ac

bd

bcad
A

dc

ba
A

A 110
22(1 

  *A
A

aijA
A

nn

10
 



 (1 

 وارون ماتریس های زیر را بیابید: 51مثال 

 











51

102
A الف( 

 

 





















251

146

321

Aب( 

 

 

 وارون پذیر بودن یک ماتریس آن است که دترمینانش صفر نباشد. : شرط لازم و کافی برای2قضیه 

 

 

 : وارون ماتریس در صورت وجود منحصر به فرد است.1قضیه 
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 ماتریس الحاقی وترانهاده: –ویژگی های وارون ماتریس 

 

  AA 
 11(2 

  11

2
1 

 ArARr :(1 

  111 
 ABAB(1 

 

 

   nn AA 11 
(4 

 

   tAAt 11 
(5 

 

 

11 1
6   A

A
A) 

nn BABABAABif (7 

        11   BABA 
 

 

 

1 AAA*(8 



 

             
 مدرس: عليرضا خاكي                                         ماتریس4فصل 

 261 

IAAAAA  ** (9 

 

n:1مرتبه


n
AA*(21 

 

  AAA
n 2


**(22 

 

 

   ** tt
AA (21 

 

 

   ** nn
AA (21 

 

   ** 11 
 AA(24 

 

  **
: ArrARr n 1(25 

 

 

  ***
ABAB (26 
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 یز متقارن است.ن 1Aماتریسی وارون پذیر و متقارن باشد در این صورت  A( اگر 27

 

 

 

 نیز پادمتقارن است. 1Aماتریسی وارون پذیر وپادمتقارن باشد دراین صورت  A( اگر 28

 

 

 

1را متعامد نامیم هرگاه ترانهاده اح با وارونش برابر شود.   A( ماتریس 29 AAt 

 1دترمینان ماتریس های متعامد برابر است با 

 

 ( حاصل ضرب دو ماتریس متعامد، متعامد است.11

( وارون ماتریس های بالا مثلثی ، بالا مثلثی؛ وارون ماتریس های پایین مثلثی، پیایین مثلثیی؛ وارون میاتریس هیای     12

 قطری، قطری است. 

11) 

 

11 )             11   BBABBA nn 
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یر را بدون استفاده از روح ساروس و بدون استفاده از بسط و تنها به کمک ویژگیی هیای   *هریک از دترمینان های ز

 دترمینان بدست آورید. 

602

413

201

51

321



ccc

 

315

064

011

52

321





ccc

 

a

dc

ba

ccc

00

0

0

53

321

 

251

146

321

54

321





ccc

 

 د.هریک از تساوی های زیر رابه کمک ویژگی های دترمینان ثابت نمایی

   yzxzxy

zyx

zyx 

222

111

55 

 

 

zyx

zyx

zyx

zyx









1

1

1

1

56 
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2

2

2

1

1

421

21
21

21
57

zz

yy

xx

xyz

xzy

yzx

 

 

 

 

پادمتقارن باشند به طوری که  Bماتریس متقارن و  Aاگر  ( 58مثال   22 BABABA   آن گاه ماتریسAB 

 (85چگونه است؟ )سراسری 

 ( پادمتقارن4  ( متقارن1  مثلثی الا( ب1  قطری( 2

 

 

در ماتریس ( 59مثال 
























xccc

bxbb

aaxa

A  8و مقدار  6تمام درایه ها برابر اگر مجموعA  باشدx  را

 (85بیابید؟ )سراسری 
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اتریس ( م61مثال 




















223
031
330

A  متقارن و پادمتقارن نوشته ایم دترمینان ماتریس را به صورت مجموع یک ماتریس

 (86قارن کدام است؟ )سراسری مت

2 )4-   1 )1-   1 )1   4 )4 

 

 

 

وارون پذیر باشد، آن گاه  I-Aیک ماتریس پادمتقارن و ماتریس  A( اگر 62مثال     AIAI
t


1  برابر کدام

 (86است؟ )سراسری 

2 )A   1 )1A   1 )  1
 Ax  4 )I 

 

 

( اگر 61مثال 














 



401
310
102

A  1عنصر سطر دوم و ستون دومA  (86کدام است؟ )سراسری 

2 )
3
2

   11   ( صفر )
9
5   4 )

3
2 
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( اگر 61مثال 














 



401
310
102

A  1وم سوم و ستون دعنصر سطرA  (86کدام است؟ )سراسری 

2 )
3
2

   11   ( صفر )
9
5   4 )

3
2 

 

 

 

 

( اگر 64مثال 











132
01 a

A  به ازای کدام مقدارa  ماتریس ،tAA  (87وارون پذیر است؟ )سراسری 

 

 

 

 

( اگر 65مثال 


















312
654
321

A  1ی واقع در سطر اول و ستون دوم آن گاه درایهA  (91را بیابید؟ )سراسری 
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( اگر 66مثال 










 


13

31
A   ماتریس

3

2
1









A (87ی را بیابید؟ )سراسر 

 

 

 

 

( حاصل دترمینان 67مثال 
yxz

xzy

zyxx







1
1
1
zxyبا شرط     (88کدام است؟ )سراسری 

2 ) zxx   1 ) zxx 2  1 ) zxx 2  4 ) zxx 22 

 

 

 

 

( اگر 68مثال 






 


1
1
tgx

xtg
A  سطر اول ماتریس ،tAA 1  (88کدام است؟ )سراسری 

2 ) xcosxsin 22    1 ) xsinxcos 22 

1 ) xcosxsin 22    4 ) xsinxcos 22  
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( ماتریس 69مثال 


















604
135

102
A  مفروض است. دترمینان







 tAA
2
 (89را بیابید. )سراسری  1

 

 

 

 

 

OA,OAیک ماتریس مربعی باشد به طوری که  A( اگر 71مثال   به کدام  I-Aآن گاه معکوس ماتریس  23

 (89صورت است؟ )سراسری 

2 )AA 2  1 )AA 2  1 )IAA 2  4 )IAA 2 

 

 

 

( اگر 72مثال 









ba
AA t  (88؟ )خارج کشور  bو  aمطلوبست   30

 

 

 

 

 



 

             
 مدرس: عليرضا خاكي                                         ماتریس4فصل 

 271 

 دستگاه های معادلات خطی:

مجهولات را مجهول در تمامی آنان تکراری موجود باشد در این صورت اگر بخواهیم  nمعادله چنان باشند که  mاگر 

 چنان بیابیم که همزمان در تمامی معادلات صدق نمایند می توانیم آنان یا در قالب یک دستگاه بررسی نماییم.

 

 

 

 

 

 برای حل دستگاه های معادلات خطی روح های مختلفی وجود دارد که برخی از آنان عبارتنداز:

معیادلات برحسیب سیایر مجهیولات یافتیه                            (روح حذفی: در ایین روح ابتیدا یکیی از مجهیولات را از یکیی از      2

وبا قراردادن آن در سایر معادلات از تعداد معادلات ومجهولات یکی کم می شیود. اگیر همیین روح را ادامیه دهییم      

               درآخر به یک معادله ویک مجهول می رسییم کیه بیا حیل آن مجهیول را یافتیه و بیا قیراردادنش در مراحیل قبلیی                   

 سایر مجهولات نیز بدست خواهند آمد.

 * دستگاه زیر را به روح حذفی حل نمایید.















125

646

832

zyx

zyx

zyx

 

 

 

مجهیول بیه کیار میی رود بیدین                  1معادلیه  1مجهول یا  1معادله  1( روح هندسی: این روح که برای دستگاه های 1

معادله  1هرمعادله به عنوان معادله یک خط فرض می گردد. یعنی حل دستگاه ترتیب است که در دو معادله دو مجهول 

مجهول به معنی بررسی اوضاع نسبی دوخط است که اگر موازی باشند دستگاه فاقد جواب است. اگر منطبی  باشیند    1

 دستگاه بی شمار جواب دارد و اگر متقاطع باشند دستگاه جواب منحصر به فرد دارد.
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مجهول هرمعادله به عنوان معادله یک صفحه در فضا در نظر گرفته میی شیود، یعنیی حیل      1معادله  1در دستگاه های 

تا از صیفحات را   1صفحه درفضاست یعنی فصل مشترک  1مجهول به معنی بررسی وضعیت نسبی  1معادله  1دستگاه 

 یافته ، اشتراک آن با صفحه سوم را بررسی می کنیم.
 

 وح هندسی حل کنید. * دستگاه مثال قبل را به ر

 









646

832

zyx

zyx 

 

 

 

 

BAX»( روح ماتریس وارون: در این روح ابتدا دستگاه معادلات را به صورت معادله ماتریس 1  » نوشته، سپس 

BAX»به شرط آن که دترمینان ماتریس ضرایب مخالف صفر باشد از دستور  1 »را می یابیم. مجهولات 
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 به روح وارون ماتریس حل کنید. ماتریس مثال قبل را

 

 

 

 

ام iها را که همان ماتریس ضرایب می باشند. با این تفاوت که به جای ستون  eA.( روح کرامر: در این روح ابتدا 4

ایم. تشکیل داده ، سپس از دستور  ماتریس مقادیر را نهاده
A

Ai
xi  .مجهولات را می یابیم 

 

 ( مثال قبل را به روح کرامر حل نمایید.62

 

 

 

 ماتریس افزوده:

ام آن ماتریس ضرایب است وستون nکه ستون اول تا ماتریسی است  1n .آن ماتریس مقادیر است 

 اعمال سطری مقدماتی:

 جابجا نمود بدون آن که تغییری در جواب های دستگاه حاصل گردد.هرسطر ماتریس افزوده راباسطردیگرآن توان( می2

 های دستگاه حاصل گردد.که تغییری درجوابآنکرد،بدونتوان هرسطر ماتریس افزوده را درعددی غیرصفرضرب( می1

 های دستگاه حاصل گردد.که تغییری درجوابون آنافزوده رابه سطردیگرافزودبدازیک سطرماتریسهرمضربیتوان( می1
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( روح حذفی گاؤس: در این روح ابتدا ماتریس افزوده را تشکیل داده ، سپس به کمک اعمال سطری مقدماتی بدون 5

 توجه به ستون آخر ماتریس را بالا مثلثی می کنیم. پس از انجام این کار مجدداً دستگاه را تشکیل داده ، از معادله آخر

 شروع به یافتن مجهولات می کنیم.

 * دستگاه مثال قبل رابه روح گاوس حل کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

جردن: همان روح حذفی گاوس است با این تفاوت که ماتریس را قطری می کنیم که دریاه  –( روح حذفی گاؤس 6

 های قطر اصلی اح یک باشد.

 جردن حل کنید. –دستگاه مثال قبل را به روح گاوس  -61
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 چند نکته مهم:

I:اگر در دستگاه معادلات خطی ) 

الف( تعداد معادلات ومجهولات برابر باشند nm   در این صورت دستگاه در صورتی دارای جواب منحصر به فرد

است که دترمینان ماتریس ضرایبش مخالف صفر باشد  0A 

ب صفر شود، دراین صورت دستگاه دارای جواب منحصر به فرد نیست یعنی یا فاقد جواب اگر دترمینان ماتریس ضرای

 است یا بی شمار جواب دارد.

ب( اگر تعداد معادلات بیشتر از مجهولات باشد  nm   ممکن است ، mbbbB ,....,, 21  موجود باشد که به ازای

 آن دستگاه دارای جواب نیست.

ی حل چنین دستگاه هایی به تعداد مجهولات معادله انتخاب کرده ، حل می کنیم. سپس جواب های بدست آمده را برا

 در معادلات باقی مانده قرار داده ، بررسی می کنیم.

ج( اگر تعداد معادلات کمتر از تعداد مجهولات باشد  nm  نحصر به ، دراین صورت دستگاه هرگز دارای جواب م

 فرد نخواهد بود. یعنی یا فاقد جواب است یا بی شمار جواب دارد.

II اگر در دستگاهی تمامی مقادیر صفر باشند یعنی )OB  در این صورت دستگاه به صورتOAX   خواهد بود که

 به آن دستگاه همگن می گوییم.

OXجواب ، دستگاه همگن دارای 0Aکه آنشرطبه  همگن دستگاهفرد بدیهیرا جواب منحصر بهخواهدبود که آن

نامند.اگربخواهیم دستگاه همگن جواب غیرصفر داشته باشد. باید دترمینان ماتریس ضیرایبش صیفر شیود.   می 0A            

 دستگاه دارای جواب منحصربه فرد نخواهد بود و بی شمار جواب خواهد داشت.که در این صورت 

 دستگاه همگن زیر را حل کنید. -64
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( دترمینان ماتریس ضریب دستگاه معادله های 71مثال 














12
23
12

zycx

zbyx

zyax

است اگر  4برابر  
2
1

x  آن گاهb  را بیابید؟ 

 (86)سراسری 

 

 

در دستگاه معادلات  (71مثال 














233
922

5

zyx

zbyx

zayx

 (87را بیابید؟ )سراسری yباشد مقدار  4اگر دترمینان ضرایب برابر  

 

 

 

( سه صفحه با معادلات ماتریس 74مثال 
















































 

5
4
3

111
120
011

z

y

x

و این د هوبدداده شده اند. فصل مشترک هایی  

 (88سه صفحه چگونه هستند؟ )سراسری 

 

 

 

صورت معادلات بهتگاه( دس75مثال 




















































b

a

z

y

x 1

947
312
121

 (85دارد؟)خارج ازکشورشمارجوابباکدام شرایط بی 

2 )2 ab  1 )3 ab  1 )32  ab  4 )23  ab 
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( دستگاه 76مثال 
















































 

bz

y

xa

1
0

312
121

11
 (86یط فاقد جواب است؟ )خارج از کشوربا کدام شرا 

2 )12  a,b 1 )12  a,b 1 )21  a,b 4 )21  a,b 

 

 

 

 

 

( اگر 77مثال 




















312
403
010

A,AA.X t  11آن گاه عضوx  از ماتریسX  ( 91را بیابید؟ )خارج کشور 

 


